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Sommario 
Le attività previste nell’ambito dell’accordo sono inerenti allo studio teorico finalizzato alla stima della 

durata di vita di un sistema di accumulo a batterie inserito in una sezione di una rete elettrica di potenza, al 

fine di bilanciare gli squilibri di potenza. L’attività svolta durante questo primo anno è stata incentrata, 

come previsto nell’accordo, sulla caratterizzazione stocastica degli squilibri di carico. Poiché le variazioni di 

frequenza sono direttamente correlate agli squilibri di carico, va da sé che la caratterizzazione stocastica 

della frequenza equivale a descrivere gli squilibri di potenza. Peraltro, dipendendo le caratteristiche di 

carica e scarica della batteria dal sistema di regolazione, che ha come ingresso la deviazione di frequenza, ai 

fini della caratterizzazione dell’invecchiamento è più significativo fare direttamente riferimento alla 

modellistica probabilistica delle deviazioni di frequenza. I dati relativi alle deviazioni di frequenza, inoltre, 

sono disponibili in rete.  

La relazione è strutturata nel seguente modo. Nel primo paragrafo “Introduzione”, si descrive la 

problematica della stima della durata di vita delle batterie, finalizzate al supporto del servizio di regolazione 

primaria della frequenza.  Nel paragrafo 2 si descrive la problematica delle variazioni di frequenza, anche in 

relazione alla complesso quadro della penetrazione delle fonti rinnovabili, che possono comportare squilibri 

di potenza rilevanti con variazioni critiche della frequenza. Nel paragrafo 3 si affronta il problema della 

caratterizzazione stocastica delle variazioni di frequenza in termini di processi di attraversamento, che 

rappresenta il contributo originale del report. In particolare, a partire dai dati disponibili in rete, si 

effettuano opportune analisi statistiche dei tempi di attraversamento per prefissate barriere, da cui si 

evince che la distribuzione della variabile aleatoria “distanza tra due attraversamenti successivi” può essere 

idoneamente descritta dalla distribuzione esponenziale. Ciò induce ad inferire che il processo di 

attraversamento possa essere efficacemente descritto in termini di processo di Poisson. Nel paragrafo 4 si 

approfondiranno alcune proprietà di tale processo, in particolare del processo “composto” di Poisson, che 

appare adeguato a caratterizzare – accanto al classico processo di Wiener – l’usura della batteria. Lo studio 

del meccanismo di degrado delle prestazioni della batteria, ovvero il meccanismo di invecchiamento, può 

essere efficacemente relazionato al primo istante di attraversamento di una prefissata barriera, che è 

distribuito secondo una Gaussiana inversa. La verifica sperimentale di tale ipotesi sarà oggetto di un 

eventuale prosieguo dell’attività di ricerca, condotta su prototipi di batterie sottoposti a prove di vita 

accelerate.  Nelle parte finale del Report si riportano alcune Appendici, in cui si richiamano i principali 

modelli di vita utilizzati per le batterie e le relative proprietà fondamentali. 
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1 Introduzione 
Come ben noto, il problema della produzione e dell’utilizzazione dell’energia elettrica richiede il 

bilanciamento continuo nel tempo. Questo è garantito da adeguati sistemi di regolazione che secondo una 

logica di adattamento su diverse scale temporali consente di adeguare l’entità della produzione alla 

domanda. Variazioni di frequenza di piccola entità sono sempre presenti, a causa della aleatorietà del 

carico ed anche della generazione, a seguito dell’introduzione di sistemi di generazione da fonte 

rinnovabile. I sistemi di regolazione devono essere, altresì, in grado di fronteggiare le contingenze, come ad 

esempio perdita di importanti gruppi di generazione, grandi variazioni di potenza conseguenti alla perdita 

di collegamenti, ecc. Lo squilibrio di potenza conseguente comporta una variazione di frequenza 

dipendente dall’inerzia del sistema: più specificamente si registrerà un aumento di frequenza se vi è un 

eccesso di produzione e una diminuzione di frequenza in caso contrario. Il sistema di trasmissione europeo 

prevede tre livelli di controllo, come descritto in Figura 1.1. 

 

 
Figura 1.1: Successione delle fasi della regolazione 

 

1. Regolazione primaria della frequenza: essa, risultato di regolazioni locali mediante regolatori di velocità, 

consente di adeguare la produzione secondo una logica di proporzionalità alle deviazioni di frequenza. Non 

si ottiene a regime il soddisfacimento della condizione di deviazione nulla della frequenza rispetto al valore 

nominale.  

2. Regolazione secondaria della frequenza: grazie all’azione integrale di un controllore centralizzato si 

ottiene l’annullamento dell’errore della frequenza. In altri termini, il regolatore secondario, agendo sui 

regolatori di velocità delle singole macchine, ha un’azione che si va a sovrapporre a quella relativa alla 
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3. Regolazione terziaria: attivata manualmente consente il re-dispatching della produzione e, quindi, è tesa 

ad un’ottimizzazione del funzionamento del sistema da punto di vista tecnico-economico. Questa 

regolazione più lenta delle due precedenti dà luogo, quindi, ad una nuovo assetto delle potenze attive 

generate dalle macchine. 

Questa architettura di controllo, consolidata da anni, si è dimostrata in grado di garantire i necessari 

margini di sicurezza e di affidabilità, requisiti imprescindibili del funzionamento del sistema elettrico. Negli 

ultimi anni, tuttavia, la forte penetrazione delle fonti rinnovabili ha comportato una criticità correlata alla 

riduzione dell’inerzia del sistema. E’ banale osservare che il valore dell’inerzia del sistema è una grandezza 

cruciale per definire il tasso di variazione della frequenza, conseguente ad uno squilibrio di potenza: esso è 

designato nella letteratura specifica con il termine ROCOF, ossia Rate Of Change Of Frequency.  Orbene, i 

sistemi di generazione da fonte rinnovabile presentano un ridotto valore dell’inerzia, perché essi sono 

collegati alla rete tramite convertitori statici. Ne conseguono variazioni di frequenza più rapide e di entità 

che possono diventare intollerabili (Canevese, 2016).  

In questo contesto si rende indispensabile l’introduzione di nuove tecnologie nella fornitura di servizi 

ancillari. E’ incontestabile che i sistemi di accumulo, basati sull’impiego di batterie (BESS) possono svolgere 

una pluralità di servizi ancillari; in particolare la letteratura tecnica di riferimento è molto incentrata sulla 

loro intrinseca attitudine a svolgere un ruolo importante nell’ambito del supporto al servizio di regolazione 

della frequenza oltre a quello naturale di rendere più flessibile ed efficiente l’impiego delle fonti rinnovabili 

(Borsche 2014, Brivio 2016, Cheng 2017, Ortega 2015). 

La riduzione dell’inerzia esige di avere servizi di regolazione della frequenza più rapidi e ciò può essere 

attuato con l’impiego di sistemi di accumulo, coordinando opportunamente l’aspetto del contenimento 

delle variazioni di frequenza con quello del mantenimento di un conveniente stato di carica (SOC) della 

batteria stessa (Ulbig 2014). L’impiego dei tali sistemi per il sistema elettrico di potenza potrebbe avere 

anche effetti benefici per il miglioramento della stabilità della trasmissione ed in generale per il 

miglioramento del comportamento dinamico. Uno dei principali problemi da fronteggiare è il loro alto 

costo in relazione alla capacità: questo implica un dimensionamento adeguato, ispirato a criteri di 

ottimizzazione, tenendo adeguatamente conto dei meccanismi di usura delle batterie stesse, di una 

corretta stima dei valori di energia di carica e scarica e delle condizioni ambientali di esercizio.   

E’ ovvio che il progetto di questi sistemi di accumulo finalizzati al servizio dei regolazione della frequenza è 

un trade-off tra l’esigenza di controllare continuamente le deviazioni di frequenza ed il contenimento del 

costo di degrado della batteria conseguente alle azioni continue di carica e scarica (Xu 2016, Gatta 2016). Il 

problema è estremamente complicato se si vuole tenere propriamente in conto la intrinseca aleatorietà 

degli squilibri di carico e l’aleatorietà dello stesso meccanismo di invecchiamento della batteria. Come ben 

messo in evidenza in (Shi 2017), il problema della strategia di controllo ottimale della batteria è 
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essenzialmente un problema di controllo stocastico vincolato, se si tiene conto dei valori limite dei energia 

e di potenza della batteria. Il meccanismo di degrado delle batterie è descrivibile in termini di modello 

algebrico differenziale, anzi più specificamente di equazioni differenziali alle derivate parziali. Nel seguito 

non si farà riferimento a questo tipo di modellistica, perché a nostro avviso poco flessibile ad essere 

incorporata in uno strumento di ottimizzazione.   

Il processo di invecchiamento delle batterie è molto simile al processo di fatica dei materiali soggetti a 

carico ciclico. Si può, dunque, far riferimento alle curve semi-empiriche che forniscono il numero di cicli 

massimo ammissibile, per assegnate condizioni di funzionamento, prima della fine della vita delle batterie.  

Trattasi di curve che combinano opportunamente modelli di invecchiamento teorico delle batterie e di 

osservazioni sperimentali.  

Una batteria, adibita al servizio di regolazione primaria della frequenza, Figura 1.2, è soggetta a continue 

operazioni di carica e scarica, di profondità variabile: ciò pone una questione molto delicata e cioè quella di 

contare propriamente i cicli di carica e scarica in un profilo generico con profondità eterogenee. L’algoritmo 

“rainflow” (Downing e Socie,1982) è il più impiegato per l’identificazione del numero dei cicli, sia per 

l’invecchiamento dei materiali che per le batterie. 

 

 
Figura 1.2: Caratteristica f-P di una batteria adibita al servizio dei regolazione di frequenza 

 

Lo studio della strategia di controllo di una batteria adibita al servizio di regolazione della frequenza 

richiede, dunque, una preventiva caratterizzazione dello squilibrio di carico, che rappresenta la 

sollecitazione, e, quindi, un corretto dimensionamento, che assicuri prestazioni soddisfacenti a fronte dei 

limiti “prestazionali” della batteria, del meccanismo di invecchiamento, caratterizzato in termini di processo 

di carica e scarica. 

P[W] 

49.8 49.98 

50 50.02 50.2 

-Pmax 

Pmax 

f[Hz] 

Up-regulation 
EES scarica 

Down-regulation 
EES carica 



ACCORDO DI PROGRAMMA MSE-ENEA  

8 

La prima fase dello studio sarà focalizzata sulla caratterizzazione aleatoria del processo stocastico squilibrio 

di carico. E’ bene mettere in evidenza che tale caratterizzazione non è direttamente modellabile in termini 

di classici processi quali, ad esempio, il processo Gaussiano, di Wiener, o di Ornstein-Uhlenbek (Parzen, 

1962). Ciò avrebbe reso molto più semplice l’analisi.  Poiché interessa il meccanismo di degrado delle 

batterie, si effettuano analisi statistiche dei tempi di attraversamento per prefissate barriere. L’obiettivo è 

quello di inferire informazioni, a partire da dati disponibili, sulla distribuzione della variabile aleatoria 

“distanza tra due attraversamenti successivi”. 

2 Problematica dei transitori di frequenza 
In questo paragrafo si descriverà la problematica dei transitori di frequenza (Marconato 2004, Kundur 

1994), cercando di mettere in evidenza le peculiarità della fenomenologia ai fini della problematica del 

dimensionamento e del degrado della vita utile di un sistema di accumulo adibito alla regolazione primaria 

della frequenza. 

Durante l’esercizio di un sistema elettrico di potenza, l’insorgere di perturbazioni può incidere in modo 

determinante sulla sicurezza dinamica della rete, più specificamente sulla tenuta della frequenza. In alcuni 

casi particolarmente critici si possono addirittura verificare aperture in cascata di collegamenti tra zone di 

rete contigue, con conseguente separazione della rete in due sezioni. Uno degli obiettivi più importanti 

dell’analisi di sicurezza dinamica della rete è quello di prevedere e monitorare l’andamento della frequenza 

a seguito degli squilibri di carico. 

L’evoluzione nel tempo della frequenza dipende naturalmente dall’entità dello squilibrio, dalle 

caratteristiche di regolazione della frequenza e dalla riserva rotante disponibile dopo la perturbazione, 

intendendo con tale grandezza la differenza tra la potenza massima erogabile dai gruppi rimasti in servizio e 

la potenza che gli stessi erogano al momento della perturbazione. La riserva rotante di tutta la rete sarà: 

å
=

-=
n

j
mjnj PPR

1

0 )(      (2.1) 

 

ove
0 

mjP e njP  sono rispettivamente la potenza che il generico gruppo j-esimo eroga al momento della 

perturbazione e la potenza attiva nominale che può erogare, e la sommatoria è estesa ai gruppi in servizio 

dopo la perturbazione. Nel seguito si esaminerà il comportamento della frequenza conseguente a 

perturbazioni di carico a gradino DPc. Del resto, come ben noto dalla Teoria dei Sistemi, la conoscenza della 

risposta a tale segnale canonico consente in linea di principio, in ipotesi di linearità, di determinare la 

risposta a qualsivoglia tipo di perturbazione. Le non linearità relative al ciclo della regolazione primaria della 

frequenza sono essenzialmente riconducibili ai vincoli tecnici sulla velocità di apertura delle valvole dei 

gruppi ed all’entità della riserva rotante. La riserva rotante R, adibita alla regolazione primaria, è 
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generalmente limitata per motivi economici ad un valore intorno a circa il 5% della potenza nominale della 

rete. Ovviamente, se il deficit è maggiore della riserva rotante la frequenza continua ad abbassarsi. 

E’ ovvio che perturbazioni corrispondenti al distacco di un gruppo di generazione o l’apertura di un 

collegamento possono essere descritte in termini di variazioni di carico equivalente DPc.  

Nel seguito, senza perdita di generalità, si farà esplicito riferimento a transitori di frequenza a seguito di 

piccole perturbazioni. Si supporrà che siano trascurabili le oscillazioni tra i rotori dei gruppi di generazione, 

ossia che abbiano tutti la stessa velocità durante il transitorio. L’analisi è dunque volta soltanto a 

determinare l’andamento del transitorio di frequenza media. 

Poiché è di interesse soltanto la risposta della frequenza nella prima parte del transitorio, in cui interviene 

sostanzialmente la sola regolazione primaria, è lecito trascurare la presenza della regolazione secondaria.  

L’azione della regolazione primaria di frequenza e, in misura molto più contenuta, dell’energia regolante del 

carico, consentono di ottenere una nuova condizione di regime ad una frequenza non molto discosta da 

quella nominale. Qualora lo squilibrio di potenza, ad esempio aumento di carico, sia di entità rilevante, la 

frequenza può raggiungere, in tempi brevi, valori tali da provocare l’intervento dei relè di distacco 

automatico dalla rete dei gruppi termoelettrici per minima frequenza: è ovvio che tale circostanza 

provocherebbe un ulteriore peggioramento della condizioni di funzionamento.  

Occorre naturalmente, in tali condizioni di emergenza, prevedere idonee azioni di controllo come ad 

esempio l’alleggerimento automatico del carico, generalmente asservito alla frequenza ed alla sua derivata. 

Ciò permette di garantire che la frequenza durante il transitorio non raggiunga valori inammissibili.  

 
Figura 2.1: Schema a blocchi per l’analisi dei transitori di frequenza 

 
Orbene, con le ipotesi ammesse, si fa riferimento allo schema a blocchi riportato in Figura 2.1. Ta è il tempo 

di avviamento della rete in secondi, legato alla costante di inerzia dalla semplice relazione Ta=2H. La 

regolazione primaria della frequenza è rappresentata in modo equivalente come: 
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ove DPr è la potenza regolante, T1>T2,avendosupposto nulla la variazione del riferimento di frequenza. Ep è 

la cosiddetta energia regolante permanente della rete, espressa in MW/Hz: essa rappresenta il rapporto, a 

regime, tra la variazione di potenza regolante e la variazione di frequenza, cambiata di segno: 
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 Generalmente si fa riferimento allo statismo permanente di regolazione, sp, che rappresenta il rapporto, 

cambiato di segno, tra le variazioni relative di frequenza e potenza, cioè: 
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Ove Pn è la potenza attiva nominale della rete. Conseguentemente si può scrivere in valori relativi: 

 

1

2

1
11

0

sT
sT

f
f

P
P

p

n

n

r

riff

+
+

-=
D

D

=D

s
    (2.5) 

 
Risulta utile definire anche la cosiddetta energia regolante transitoria, sempre espressa in MW/Hz:  
 

0

)()(
=D

+¥=
D
D

-=+¥=
D
D

=
riff

s
f
PsPE r

f

r
t e     (2.6) 

 
Lo statismo transitorio di regolazione, st, è definito dualmente come:  
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Lo statismo permanente del carico è indicato con sc. 

Orbene con riferimento alla Figura 2.1, è immediato dedurre la funzione di trasferimento tra la variazione 

di frequenza espressa in valore relativo e la variazione di potenza, anch’essa espressa in valori relativi (la 

potenza di riferimento è ovviamente quella nominale di rete): 



 

11 

 

 

1

2

0
1
111

1)(

sT
sTsT

P
P
f
f

sG

pc
a

fn

c

n

rif
+
+

++
=

D

D

-=

=D
ss

    (2.8) 

 
L’equazione caratteristica del sistema di Figura 2.1 è: 
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Poiché, in base ai valori ordinari dei parametri, i poli sono complessi e coniugati, si ha una dinamica di tipo 

oscillatorio, con pulsazione w0 e smorzamento x pari a: 
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Qualora si abbia una variazione di carico a gradino, ossiaDPc=d/s, si può ottenere la seguente espressione 

per la variazione di frequenza: 
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ove: 
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Si può infine ottenere il valore minimo di frequenza, fornito dalla seguente espressione: 
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La sempre più crescente diffusione delle fonti rinnovabili implica una maggiore riserva per il bilanciamento 

degli squilibri di potenza. La grande velocità di risposta dei sistemi di accumulo che impiegano batterie 

Lithium-ion (Li-ion) consente di migliorare sensibilmente la regolazione primaria della frequenza. Le 

pregevoli caratteristiche di questo tipo di batteria sono la rapidità di risposta, la possibilità di avere alti 

valori di densità di potenza, valori elevati di durata di vita e basso tasso di self-discharge. Queste 

caratteristiche sono particolarmente adatte al servizio di regolazione della frequenza. La principale 

caratteristica richiesta al servizio di regolazione di frequenza è quella relativa al tempo di durata (15 minuti) 

del servizio di regolazione. Si pone, tuttavia, il problema del dimensionamento della batteria e della 

strategia di controllo dello stato di carica. Peraltro, è opportuno evidenziare che la strategia di controllo ha 

delle ripercussioni inevitabili sulla durata di vita della batteria.  

In Figura 1.2 è stata riportata la caratteristica del servizio di regolazione primaria della frequenza e l’azione 

del sistema di accumulo. Come si nota, all’interno dell’intervallo di deviazione di frequenza ± 20 mHz, non è 

prevista alcuna azione di controllo. L’azione del sistema di accumulo si estrinseca in modo lineare per 

deviazioni di frequenza DfÎ[-200, -20]È [20, 200] mHz. Il valore massimo di potenza deve poter essere 

fornito per la durata corrispondente a 15 minuti.  

Queste specifiche sono sufficienti per effettuare il dimensionamento della batteria (Knap et al., 2016).A tal 

fine, si prefissa a livello di sistema il valore di riferimento dell’energia di regolazione DErif: quest’ultima si 

stima in funzione dell’entità della perdita del gruppo di generazione ed il valore di target della frequenza da 

ottenersi. Questo valore potrebbe essere superiore a quello dell’energia DEdisp ottenibile con la dotazione 

dei gruppi di generazione convenzionali. La differenza tra il valore di riferimento dell’energia di regolazione 

e quella effettiva disponibile consente la determinazione della potenza del sistema di accumulo Pbatt: 

 
( )disprifnbattbatt EEfP D-D=s      (2.15) 

 
ove sbatt è lo statismo della batteria. 

Si può conseguentemente determinare l’energia necessaria per l’erogazione del servizio di regolazione 

della frequenza. A tal fine occorre tener conto che la potenza iniettata in rete durante la fase di carica 

(Pbatt<0) e scarica (Pbatt>0) differisce da quella effettiva della batteria: occorre tener conto del rendimento. 
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Se si designano con hc e hd rispettivamente il rendimento durante la fase di carica e scarica, la potenza 

effettiva Peff è determinabile con le seguenti relazioni: 
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Si supponga che i due rendimenti siano uguali hc = hd= h: si definisce il round-trip efficiency come  hchd = 

h2. Il valore di h2 può essere assunto pari a 85%. L’energia della batteria Ebatt deve essere tale da espletare 

entrambi i servizi di supporto upwards e downwards per la durata τ=15 minuti. Ne consegue che: 

 

d

batt
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tht   +=     (2.17) 

 
Lo stato di carica SOC può essere conseguentemente valutato con la relazione: 
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     (2.18) 

 
In (Stroe, 2017) si confrontano tre strategie di controllo schematizzate nelle figure 2.2 a), b) e c).  

Con riferimento alla strategia A, lo stato di carica è ristabilito quando la frequenza di rete è all’interno della 

banda morta ± 20mHz. Inoltre, nel caso in cui la contingenza richiedesse una durata di regolazione 

maggiore di 15 minuti, il servizio sarebbe interrotto per ripristinare il valore di riferimento dello stato di 

carica.  

Con riferimento alla strategia B, lo stato di carica è ristabilito solo quando sono raggiunti il livello minimo e 

massimo del SOC (ad esempio 10% e 90 %).  

La strategia di tipo C fa riferimento ad un’architettura di tipo parallelo, ossia il servizio di regolazione della 

frequenza e quello della ricarica della batteria sono in parallelo. Quest’ultimo ha una costante di tempo 

inferiore a quello della regolazione di frequenza. 

Il confronto delle diverse strategie mette in evidenza una maggiore durata di vita delle batterie con 

strategia di controllo di tipo C. Sempre in (Stroe, 2017) viene messa in evidenza la criticità correlata alle 

variazioni di temperatura, che ha l’impatto più elevato tra i vari fattori sulla durata di vita della batteria. 
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a) 

 
b) 

 
c) 

Figura 2.2 Strategia di controllo A (a), strategia di controllo B(b), strategia di controllo C(c) 

  

fn 

+ 
- 

f test 
-0.20≤∆f≤-0.02 

fn 

+ 
- 

f 
test 

0.02≤∆f≤0.20 

{1,0} 

{1,0} 

NOT 

NOT 

+ 

+ 

SoCrif 
SoC 

PI 

+ 
- 

X 

X 

Test 
SoC≥0.1 

+ 1
σba� fn

 
+ 

X 

Test 
SoC≤0.9 

fn 

+ f 1
σba� fn

 

 

SoC 

+ 
- 

SoCrif 
PI X 

test 
0.1≤SOC≤0.9 

{1,0} 

X 

NOT 

SoC + 
+ 

fn 

+ 
- 

f 1
σba� fn

 

 

SoC 

+ 
- 

SoCrif 
PI 

+ 
+ 



 

15 

 

 

3 Analisi statistica dei dati delle frequenze di rete 
Nel seguito si riportano i risultati dell’elaborazione di dati di frequenza realmente misurati e relativi alla 

frequenza di un’area della rete sincrona continentale, come elaborati dal sito:http://clients.rte-

france.com/lang/an/visiteurs/vie/vie_frequence.jsp 

Si ritiene che la mole e la natura dei dati sia tale da poterli considerare assolutamente significativi e utili per 

poter supportare metodologie di calcolo delle batterie che tengano propriamente in conto il meccanismo di 

invecchiamento delle stesse, con risultati ed implicazioni dalla valenza certamente generalizzabili a 

differenti applicazioni.  

Come esposto in precedenza, scopo ultimo di tale analisi è di caratterizzare il processo di degrado delle 

batterie, in base alle statistiche dei tempi di attraversamento di prefissate barriere per il processo delle 

frequenze. L’obiettivo è quello di inferire informazioni, a partire da dati disponibili, sulla distribuzione della 

variabile aleatoria “distanza tra due attraversamenti successivi”. 

I dati disponibili fanno esplicito riferimento ad un intero anno (per la precisione il 2016) e sono campionati 

con frequenza di 0.1 Hz, ossia con periodo di campionamento di 10 s. A titolo d’esempio, l’andamento delle 

successive frequenze così campionate, con riferimento ad un generico giorno, è mostrato in Figura 3.1 (si 

tratta di un campione di taglia N= 8640 valori di frequenza, corrispondenti alle misure effettuate ad 

intervalli di 10 s (quindi: N= 6x60x24=8640). 

 
Figura 3.1 Evoluzione della frequenza di rete per un set di 8640 valori di un dato giorno 
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Per avere un’idea delle possibili variazioni delle frequenze, con riferimento ai dati di Figura 3.1, si evidenzia 

che il valore minimo è pari a 49.9385 Hz ed il valore massimo è 50.0530 Hz. Chiaramente, tali valori estremi, 

sono leggermente differenti giorno per giorno (ad esempio, nel giorno seguente a quello di Figura 3.1 i 

valori minimo e massimo sono, rispettivamente, 49.9112 Hz ed 50.1044 Hz). Da un’analisi più dettagliata, 

inoltre, si trova che le statistiche ricavate per l’intero periodo in esame (un anno) non variano 

significativamente. In altre parole, si può osservare che l’ampiezza del range di variazione, i valori medi, 

percentili, etc. rimangono grosso modo costanti se si analizzano su base giornaliera o sulla base di differenti 

intervalli di tempo comunque posizionati nell’arco dell’anno. 

Inoltre, i valori del “coefficiente di asimmetria” (“Skewness”, Rohatgi 1984) – definito dal rapporto 

(adimensionale) tra il momento centrale terzo e la Deviazione standard al cubo - è sempre non 

significativamente diverso da zero, in accordo ad un modello Gaussiano che sembra, come evidente anche 

a partire dall’istogramma di Figura 3.2, la funzione di densità di probabilità che meglio descrive i dati di 

frequenza analizzati (l’istogramma di figura è riferito allo stesso set dei valori di cui al grafico di Figura 3.1. 

Invero, si può osservare che la Skewness è leggermente negativa per l’istogramma di figura, così come è 

leggermente positiva per altri insiemi di dati.  

Anche il “Normal probability plot” (Lawless, 1982) conferma la bontà dell’adattamento al modello 

Gaussiano, o comunque una sua certa superiorità rispetto ad altri modelli plausibili, come quelli: Gamma, 

Lognormale, Weibull; Weibull Inverso (Johnson, Kotz, Balakrishnan 1994). 
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Figura 3.2 Istogramma dei dati delle frequenze di rete per lo stesso set di valori di Figura 3.1 

 

Al di là delle verifiche grafiche, lo stesso risultato è confermato dagli appositi test di “Goodness of fit” come 

quello di Kolmogorov-Smirnov (Rohatgi, 1984; Rohatgi and Saleh, 2000). In ogni caso, si evidenzia che la 

particolare ipotesi distribuzionale, Gaussiana o altra che sia, non influenza l’approccio metodologico della 

presente ricerca e, al più, può semplificarne la deduzione dei risultati. 

Più in generale, l’analisi dei dati è stata effettuata secondo le tradizionali e acclarate metodologie 

statistiche, i cui risultati ottenuti possono essere sintetizzati come segue. 

La distribuzione delle frequenze è ben approssimabile con una legge Gaussiana (Figura 3.1 e 3.2); 

Fissato un generico valore di “barriera” b per lo scostamento di frequenza, |Df|, la distribuzione degli 

intervalli tra i tempi successivi di attraversamento barriera è ben approssimabile con una legge 

Esponenziale (Figura 3.3). Questo, in virtù di quanto richiamato in App. 2, rende valida l’ipotesi di Poisson 

per il suddetto processo di attraversamento (Blake e Lindsey, 1985). In particolare, in Figura 3.3 si mostra 

l’adattamento mediante Distribuzione Esponenziale, con tempo medio di attraversamento pari a circa 52 

ore, avendo scelto b=100 mHz. La Figura 3.4 mostra la dipendenza da b dell’ampiezza degli intervalli tra i 

tempi successivi (“tempi di attraversamento“) per cui risulti: |Df|>b, dove|Df| è valore assoluto dello 
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scostamento di frequenza e b è un prefissato valore della “barriera”. Come ci si può attendere, essa è una 

funzione crescente dello stesso b (fig. 3.4). 

 
Figura 3.3 Istogramma dei tempi di attraversamento barriera di ampiezza 100 mHz 

 

In altri termini, la frequenza di attraversamento, ossia del processo di Poisson degli squilibri, diminuisce con 

b, come peraltro intuitivo. Infine, in Figura 3.5 viene riportato il “Periodogramma” del segnale x(t) ottenuto 

per un giorno generico sottraendo dalla frequenza il valore medio, ossia x(t) = f(t)-E[f(t)].  

Si ricorda che il periodogramma di un segnale è una stima della densità spettrale (Papoulis, 2002).  

Definita la funzione di autocovarianza: 
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Figura 3.4 Tempo medio attraversamenti in funzione di b 

 
Figura 3.5 Periodogramma di un giorno generico 
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fornisce una stima di )(lXXf  nel caso l¹0 (mod 2p). 

L’analisi del periodogramma ha permesso di confermare le analisi statistiche condotte in termini di 

processo di attraversamento. 

 

4 Modelli di usura per le batterie per la identificazione deimodelli 
probabilistici della durata di vita (“lifetime”) 

4.1 Premessa 
Scopo principale di questa parte del presente report è quello di offrire un contributo metodologico alla 

identificazione dei più opportuni modelli affidabilistici idonei a rappresentare i modelli probabilistici dei 

tempi di durata delle batterie. Ciò significa dedurre la selezione dei modelli di vita - e quindi le relative 

stime (non oggetto della presente ricerca) - sulla base delle dinamiche fisiche del meccanismo di “degrado” 

delle prestazioni della batteria, ovvero a valle delle caratterizzazione di un opportuno processo di “usura” 

che agisce sul componente, in virtù degli squilibri di potenza analizzati nella prima parte.  

Qui si richiama solo il fatto che la sempre più crescente diffusione delle fonti rinnovabili implica una 

maggiore riserva per il bilanciamento degli squilibri di potenza, anche in virtù della grande velocità di 

risposta dei sistemi di accumulo che impiegano batterie Li-ion, al fine della regolazione primaria della 

frequenza. Tuttavia ciò – anche in relazione alla strategia di controllo dello stato di carica - ha delle 

ripercussioni inevitabili sulla durata di vita della batteria.  

Venendo al tema specifico della durata di vita della batteria, in ogni caso tale studio è motivato sia da una 

limitata disponibilità di dati di guasto, sia dalla loro incertezza, legata a condizioni diverse (p.es. in 

laboratorio, a volte a seguito di prove accelerate) rispetto a quelle operative effettive, caratterizzate da una 

grande variabilità già sottolineata nella prima parte del Report, e per di più una variabilità aleatoria e 

scarsamente prevedibile. 

Successivamente, vengono discusse le principali distribuzioni probabilistiche dei modelli di vita per le 

batterie, analizzate sulla base delle risultanze di cui sopra. 

La necessità di introdurre distribuzioni probabilistiche per i modelli di vita per le batterie è abbastanza 

evidente: il fenomeno dipende da un vasta serie di parametri, sia microscopici che macroscopici che 

rendono impossibile un approccio deterministico. Per completezza, in Appendice 1 e Appendice 2 vengono 

richiamati, rispettivamente, i modelli affidabilistici più utilizzati per le batterie - oltre a quello Gaussiano 

Inverso (IG nel seguito), cui fa riferimento in questo paragrafo-  e i principali modelli probabilistici dei 

processi di usura di cui sopra. Si ricorda che nel par.  3 è stato presentato un sommario delle analisi 

statistiche elaborate a partire da dati reali circa le frequenze di rete, allo scopo di fornire le basi per la 
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caratterizzazione del processo di usura. Da queste analisi si evince che gli eventi di “squilibrio” agenti come 

usura per la batteria possono con ottima approssimazione considerarsi distribuiti secondo un processo di 

Poisson, e ciò pone le basi per il modello matematico di cui si discute di seguito. 

Appare opportuno un richiamo alla bibliografia riportata al termine del report, che costituisce 

necessariamente una selezione ristretta di una gamma vastissima di articoli o libri, a cominciare dai classici 

testi sui processi stocastici di Doob (1954), Parzen (1962), Cox e Miller (1965), Cinlar (1975), Grandell J. 

(1997), fino ad Aven e Jensen (1998) per la deduzione dei modelli affidabilistici sulla base di tali processi. 

Una valida trattazione introduttiva è nel celebre testo di Ross (1996). Sono classiche, per la caratterizzazioni 

dei massimi e degli attraversamenti dei processi stocastici, le opere (articoli) di Cramér (1962 e 1965), fino 

ad arrivare a quella di Press (2014) sui processi di Poisson composti, che costituiscono una delle 

fondamenta dell’approccio qui seguito, mentre un fondamentale testo di riferimento è quello di Leadbetter 

(1967). La caratterizzazione probabilistica dei processi di usura ha essenzialmente inizio da studi 

fondamentali come quelli di (Gertsbackh e Kordonskiy, 1969), (Esary et al. ,1973), (Shaked, 1983), (Ahmad e 

Sheikh, 1984), per proseguire con articoli fondamentali come, (Kahle e Lehmann, 1998, 2004), (Whitmore, 

1995). Una recente e completa rassegna di tali modelli è riportata in (Chen et al., 2017). 

Tale classe di processi è stata utilizzata in diverse applicazioni ai sistemi elettrici, p.es. in un autorevole 

testo come quello di Anders (1990), come anche in una serie di articoli degli autori, tra cui (Chiodo e Lauria, 

2012) sui valori massimi della domanda di potenza elettrica. Infine, sebbene le stime dei modelli di vita per 

le batterie non siano oggetto specifico di questo rapporto, sono da segnalare attività pregresse degli autori 

sul tema, anche in collaborazione con ricercatori di Enea, come in (Andrenacci  et al., 2016a, 2016b ); in 

qualche caso (Chiodo, Lauria et al.,2013) esse hanno consentito di verificare la validità del modello IG qui 

proposto, e proposto nuovi metodi di stima; in particolare, nel caso specifico, si è proposto un metodo di 

inferenza Bayesiano (Martz e Waller , 1991; Mekker e Escobar, 1998), cui si accennerà in seguito. 

 
4.2 Un Modello di usura per le batterie generato da un processo stocastico 
Normalmente, i dati affidabilistici dei componenti qui esaminati sono caratterizzati da un’elevata 

incertezza, che essenzialmente è dovuta a due aspetti: i componenti sono intrinsecamente caratterizzati da 

un alto valore di affidabilità, che determina un basso valore del numero di guasti riscontrabili; le rinnovate 

condizioni di esercizio del sistema elettrico espongono i componenti stessi a condizioni operative 

comunque differenti da quelle progettate o da quelle nelle quali finora hanno operato. 

L’attività di ricerca è stata inizialmente finalizzata, sulla base dello studio della recente bibliografia in 

materia, alla definizione di un adeguata caratterizzazione dei processi di usura in termini di processi 

stocastici (con riferimento principale ai processi stocastici, e in particolare ai processi di Rinnovo, richiamati 

in Appendice2). Ciò viene effettuato nel già richiamato spirito di offrire un contributo metodologico alla 

identificazione dei più opportuni modelli affidabilistici idonei a rappresentare i modelli probabilistici dei 
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tempi di durata delle batterie. In particolare, nel report si fa riferimento al modello “Gaussiana Inverso” 

(IG), motivato sulla base del suddetto processo di usura, e già adottato diverse volte in letteratura (Zhang et 

al., 2017). Tuttavia, sia in considerazione del fatto che – in ultima analisi – la decisione del modello attiene 

comunque alla analisi dei dati disponibili, sia perché non si tratta, per lo IG, dell’unico modello plausibile, si 

ritiene opportuno richiamare in Appendice 1anche altri modelli pure adottati, quali quelli: Birnbaum-

Saunders, Lognormale, Gamma, Weibull, che risultano anche abbastanza flessibili, e anche supportati in 

alcuni casi da motivazioni teoriche. Tale richiamo ha lo scopo di evidenziarne le differenze sostanziali 

rispetto a quello IG, in modo tale che lo sperimentatore, al quale in ultima analisi spetta la scelta finale del 

modello, sia consapevole delle conseguenze della scelta. 

Per esempio, la funzione “tasso di guasto” (Hazard Rate, HR), h(t), del modello IG, più avanti richiamata, ha 

andamento dapprima crescente (a partire da zero: h(0+) = 0) e poi decrescente verso un limite costante. Il 

modello Lognormale ha un andamento simile per l’HR, eccetto che per il fatto che il valore limite è nullo, i 

modelli Gamma e Weibull hanno invece un HR monotono, crescente o decrescente, in qualche caso 

costante (Appendice1). 

La scelta del modello di lifetime, come evidenziato, attenendo alla analisi dei dati statistici, non è oggetto 

specifico della presente attività di ricerca, che si limita solo ad evidenziare i processi fisici che possono 

legittimare l’uno o l’altro modello. L’analisi delle conseguenze della scelta, dunque, non sarà qui affrontata, 

rimandando per essa alla bibliografia riportata in chiusura del Report (Lawless, 1982; Mekker e Escobar, 

1998, Chiodo e Mazzanti, 2011). 

Si volga dunque l’attenzione alla suddetta definizione di un’adeguata caratterizzazione dei processi di usura 

in termini di processi stocastici. 

Si è già discusso come una batteria, adibita al servizio di regolazione primaria della frequenza, sia soggetta a 

continue operazioni di carica e scarica di profondità variabile: ciò pone una questione molto delicata, 

ovvero quella di contare propriamente i cicli di carica e scarica, allo scopo di valutarne entità e 

conseguenze, in termini di meccanismo di invecchiamento. La prima fase dello studio è stata focalizzata 

sulla caratterizzazione aleatoria del processo stocastico squilibrio di carico. Al fine di dedurre il meccanismo 

di degrado delle batterie, si sono effettuate (come riportato in par.3) delle approfondite analisi statistiche 

dei tempi di attraversamento per prefissate barriere. L’obiettivo è quello di inferire informazioni, a partire 

da dati disponibili, sulla distribuzione della variabile aleatoria “distanza tra due attraversamenti successivi”. 

Tale analisi porta a giustificare la scelta di un processo omogeneo di Poisson per descrivere la probabilità 

che, nell’intervallo di tempo (0,t),  il numero di eventi1, N(t),  sia eguale ad n, ottenendo: 

 

                                                             
1Qui e nel seguito, si indica per semplicità come “evento“ l’occorrenza di un qualsiasi fenomeno (legato al suddetto squilibrio) 
suscettibile di influire sul meccanismo di invecchiamento. 
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La teoria della probabilità sancisce che, indicando conT1 , T2…Tn,..gli istanti aleatori di occorrenza di ogni 

evento (Figura 4.1) – ossia, ad ogni istante Tk si verifica un dato evento Ek  -  tali eventi eventi Ek  si 

manifestano a distanze aleatorie Sk = Tk – Tk-1l'uno dall'altro, laddove gli Sk siano variabili aleatorie 

Esponenziali di parametro λ, ognuna indipendente dalle altre (App. 2). Il processo può essere rappresentato 

graficamente come in Fig4.1, ove gli istanti di “salto” del processo sono indicati con le lettere minuscole t1 

,t2…tn, realizzazioni delle v.a.T1 , T2… Tn. 

 
Figura 4.1 Rappresentazione del processo W(t) 

 
Poiché ad ogni evento evento Ek corrisponde un diverso “danno” Zk, pure da considerarsi una variabile 

aleatoria, si considera quindi come processo di usura cumulativo il seguente processo, definito come: 

 

0=N(t) se 0(t)

    0>N(t) se(t)
)(

1k

=

= å
=

W

ZW
tN

k      (4.2)   

 
Naturalmente, il processo di usura “composto“ W(t) è una estensione di quello di Poisson “semplice”, N(t),  

di cui alla App. 2, ovvero N(t) è un caso particolare di W(t), laddove si ponga Zk =1, per ogni valore di k. 

Dunque, il processo di usura cumulativo W(t) è un processo stocastico definito da un insieme di variabili 

aleatorie continue Zk ed una variabile aleatoria discreta N(t) che tiene conto del numero di eventi avvenuti 

nell’intervallo di tempo (0,t).  

Si ripete che tale modello tiene conto della sola usura relativa agli eventi di “squilibrio”.  

Si deve inoltre sempre tener presente che, oltre che da tale processo di usura, la batteria è comunque 

affetta ad un proprio meccanismo di invecchiamento “caratteristico”, di tipo continuo, che viene spesso 

descritto in letteratura mediante un processo di Wiener (Zhank, Hu et al., 2017).  

Si ricorda che un processo di Wiener X(t), anche noto come “moto Browniano”, è un processo che:  

Wt 

Z3 

Z2 

Z1 

t1 t2 t3 
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1) “parte” dal valore nullo in t=0 : P{ X(t)=0} =1 quasi certamente (q.c.);  

2) Le sue traiettorie sono continue q.c. (la funzione tXt ® è q.c. continua ovunque in t); 

3) Il processo ha incrementi indipendenti e Gaussiani, con ( )0,t sX X N t s- » -  (per st <£0 ), dove ( )ba ,N  

indica  distribuzione Normale di media a e varianza  b. 

È importante sottolineare che la terza condizione significa che, 

se 22110 tsts <£<£ , allora
1 1t sX X- e

2 2t sX X- sono variabili casuali Gaussiane indipendenti, e condizione 

simile vale per un qualsiasi numero n di incrementi. 

Quello sopra descritto, che implica (in virtù delle proprietà 1) e 2))  la condizione di media nulla, è un 

processo di Wiener “standard” (per il quale E[X(t)]=0 e Var[X(t)]=t).  La forma più generale è quella con un 

“drift” d>0 e una “costante di diffusione” v>0, che può essere scritto nella forma: 

 
)( )( tvXttX s+= d       (4.3) 

 
Dove Xs è un processo di Wiener “standard”. Chiaramente,  la media del processo al tempo t vale dt, mentre  

la varianza del processo al tempo t vale  n2t . 

Nel caso più generale, è dunque ragionevole assumere che il modello di invecchiamento complessivo, Y(t), 

sia dato dalla sovrapposizione dei due suddetti modelli: 

 
(t) + W(t) +XY(t) = Y0       (4.4) 

dove: 

Y0 è il valore iniziale di usura, nel seguito assunto (senza ledere di generalità) nullo; 

W(t) è un processo di usura cumulativo definito dalla 4.2); 

X(t) è un processo di Wiener con drift, sopra descritto. 

Ai fini dello studio del “lifetime”, in seguito caratterizzato come v.a. denominata con T, si osserva che il 

guasto della batteria si verificherà nell'istante in cui il processo Y(t) supererà la soglia di tenuta specifica 

della batteria, s, ovvero la capacità scenda al di sotto di un dato valore c corrispondente alla soglia s. Da un 

punto di vista del tutto generale, la soglia s è anch'essa una variabile aleatoria (e in App. 3 si vedrà come 

trattare questo caso). Tuttavia, generalmente si intende in letteratura per soglia un prefissato valore di 

capacità ridotta rispetto a quella nominale: tipicamente, si fa riferimento ad una riduzione tra il 20 e 30% 

(Ye e Xie, 2015). In ogni caso, fissato il valore di soglia s, il lifetime è esprimibile in funzione del processo Y(t) 

come segue: 

 
{ } { }ctCt= stYtT <>= )(:inf)(:inf     (4.5) 

 
Il legame tra T e Y(t) è esemplificato in Figura 4.2. 
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Figura 4.2. Esempio di funzione membro di un processo di usura 

 

In presenza del solo processo di Wiener X(t), è ben noto (Chhikara e Folks, 1989; Chen et al, 2017) che la 

distribuzione di T è una Gaussiana Inversa.  La pdf della distribuzione Gaussiana inversa, con parametri μ e λ 

(entrambi aventi dimensioni di un tempo) è: 
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Con riferimento ad un processo di Wiener con un “drift” d>0 e una costante di diffusione v>0, e ad un 

valore (convenzionale) di soglia s=1, i parametri di tale pdf sono: 

 

2
1     ;1

u
l

d
m ==                     (4.7) 

 
Tale modello è richiamato con qualche dettaglio più avanti, in App. 1. 
 
4.3 Determinazione della distribuzione del processo di usura e inferenza sul modello di 

vita 
 
Come già accennato, e motivato analiticamente e graficamente nel par. 3, si considereranno gli eventi di 

usura, legati agli squilibri, distribuiti mediante un processo di Poisson, descritto dalla già introdotta legge:  

 
( )( , ) [ ( ) ] , 0,1,...,

!

k
t tp k t P N t k e k

k
f f-= = = × = ¥    (4.8a) 
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La costante positiva f è la frequenza media del processo, come si evince anche dal valore atteso: 

                                                                                        E[N(t)] = f t                                                                        (4.8b) 
 

Da esso si evince infatti che  f = E[N(t)] / t = numero atteso di eventi per unità di tempo. 

Si ha anche che la varianza del processo è identica alla media: 

                                                                                        Var [N(t)] = f t                                                                     (4.8c) 
 

Invero, l’ipotesi del modello di Poisson stabilisce molto di più, ovvero che il processo di conteggio degli 

eventi N(t) è tale che (Parzen, 1962): 

1) N(0) = 0; 

2) N(t) ha incrementi stazionari e indipendenti; 

3) [ ] 0, ,,,.........1,0           
!
)()()( ³"¥=×==-+ - tsk

k
teksNstNP

k
t ff   (4.9) 

Dalla suddette assunzioni si ricava tra l’altro che il processo di Poisson può essere caratterizzato come un 

processo di rinnovo (App. 2) , per il quale nello specifico si ricava che i generici tempi Tk di accadimento 

degli eventi vengono ad essere distribuiti mediante una distribuzione Gamma (App. 1) di parametri k 

(forma) e f (scala); indicando con Sk = Tk-Tk-1, ampiezza di un intervallo tra due eventi successivi, si ricava 

che la successione di v.a. Sk è costituita da v.a. (statisticamente) indipendenti ed identicamente distribuite 

(IID),  in particolare v.a. Esponenziali, con E[Sk]=1/f, qualsiasi sia k.  

Inoltre, sussiste la interpretazione della costante positiva f come “frequenza” (e non solo “frequenza 

media”), in senso asintotico, del processo, in base alla seguente legge di convergenza in senso forte (o 

“quasi certa”, q.c.), del processo (“legge forte dei processi di rinnovo”): 

 

q.c.   ,)(
lim f=

¥® t
tN

t       
(4.10) 

 
Si consideri quindi il processo di usura cumulativo, già definito dalla 4.2).  

Si suppone che media e varianza delle variabili aleatorie continue Zk (determinate dall’usura corrispondente 

agli eventi di squilibrio) siano rispettivamente date da: 

2

[ ] ,
[ ] ,

k Z

k Z

E Z k
V Z k

m

s

= "

= "       (4.11) 

Purtroppo è quasi sempre impossibile determinare analiticamente la funzione distribuzione il processo di 

usura cumulativo. Media e varianza di tale processo sono invece piuttosto semplici da ricavare, almeno nel 

caso in cui le v.a. continue Zk siano IID, e sono fornite dalle relazioni (Parzen, 1962): 

[ ( )] ZE W t tf m= × ×       (4.12) 
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2 2[ ( )] ( )Z ZV W t tm s f= + × ×      (4.13) 

Come sarà richiamato più avanti, è infatti semplice ricavare media e varianza di W(t) condizionate a N(t), e 

quindi applicare le note relazioni (Papoulis, 2002) che forniscono la media e varianza di una v.a. Y qualora 

siano noti gli stessi parametri condizionati ad altra v.a. X: 

 

]E[Var[Y|X]]Var[E[Y|X]Var[Y]
E[E[Y|X]]E[Y]

+=
=

             
(4.14) 

 

Vale inoltre, come intuitivo, la seguente estensione della legge forte dei grandi numeri per i processi di 

rinnovo: 

q.c.   ,)(
lim Z
t t

tW fm=
¥®       

(4.15) 

 

 Nel caso in cui, come qui verrà assunto, le v.a. continue Zk siano IID, la pdf di W(t) si può dedurre 

formalmente mediante lo strumento della convoluzione (v. App. 2) come segue: in ogni istante t,  W(t) è 

una v.a. continua, somma di un numero aleatorio N(t) delle v.a  I.I.D Zk. Detta dunque fz(z) la pdf comune a 

tutte le v.a. Zk, e fw(w,t) la pdf  di W(t) calcolata in w al tempo t , come ben noto (Papoulis, 2002) la pdf  di 

W(t) condizionata ad N(t)=n si ottiene dalla n-convoluzione delle fz(z) calcolata in z=w. 

 

)())(|,( )( wfntNtwf n
Zw ==  

 

dove con fz(n)(w) si intende la n-convoluzione di fz(z) calcolata in z=w, cioè: 

 

)()......()()()( tftftftf n
z ÄÄ=  

 

dove il prodotto di convoluzione Ä è ripetuto n volte. Utilizzando dunque il teorema della probabilità totale 

risulta: 

( )( ) ( )( ) )(     ))(|;();( )(

00

wfntNPntNtwfntNPtwf n
Z

nn
w åå
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Considerando poi che W(t)=0 se N(t)=0, introducendo la funzione “impulso di Dirac” d(x),  si ha: 

 

)()0)(/;( wtNtwfw d==  
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Quindi la espressione esplicita della pdf di W(t) è la seguente: 

 

    ))(())(/;()0)(()();(
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¥
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==+==
n

ww ntNPntNtwftNPwtwf d  

Ovvero: 

( )( ) )( )exp()();( )(
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(4.16) 

 

Come si accennava, tale espressione conduce ad una forma chiusa, sia pure complessa, in pochi casi, ossia 

quelli in cui la convoluzione delle pdf fz(z) sia esprimibile in forma chiusa; ciò avviene p.es. nel caso 

Gaussiano (in cui la convoluzione conduce ancora ad una pdf Gaussiana), in quello Esponenziale (in cui la 

convoluzione conduce ad una pdf Gamma, v. App. 1). Quest’ultimo è forse il caso analiticamente più 

trattabile, che tuttavia conduce per la pdf di W(t) ad uno sviluppo in serie esprimibile in termini di funzioni 

di Bessel (Cox, 1962), in pratica poco agevole, soprattutto in vista del calcolo della conseguente pdf del 

lifetime che qui interessa. 

Tuttavia, Parzen (1962, p.99) dimostra che se f tende all’infinito, W(t) tende a un processo Wiener. Ciò 

risulta  vero anche al divergere del tempo t; infatti esso risulta convergere, in virtù del Teorema Limite 

Centrale, un processo  Gaussiano con incrementi stazionari e indipendenti. Ciò può essere dimostrato 

rigorosamente mediante le Funzioni caratteristiche, tuttavia è semplice darne una interpretazione euristica: 

in base alla 4.10), N(t) diverge al divergere di t, quindi W(t) tende alla somma di infinite v.a. indipendenti, 

che è noto tendere – sotto ipotesi abbastanza generali - ad una distribuzione Gaussiana, 

indipendentemente da quella delle singole v.a. Zk. 

In vista delle future analisi, considerando che dati gli elevati livelli di affidabilità raggiunti dai moderni 

componenti in questione,  si può supporre che la suddetta approssimazione asintotica sia soddisfatta, e 

quindi che il modello di usura complessivo,    Y(t) = W(t) + X(t), essendo dato dalla somma di  processi di 

Wiener – supposti, come è ragionevole, statisticamente indipendenti – sia ancora un processo Wiener, e 

quindi il tempo il attraversamento della data soglia (qui supposta nota) sia caratterizzato da una 

distribuzione Gaussiana Inversa, o per lo meno approssimabile ad essa. Una deduzione approssimata della 

distribuzione del tempo di attraversamento, con verifica numerica basata su dati reali, è esposta in (Zhank, 

Hu et al., 2017).  

Resta oggetto di studi futuri il problema della stima del modello, non semplice in vista del gran numero di 

parametri. Esso è semplificato laddove l’approssimazione con il modello IG sia acclarata, in quanto i 

parametri in tal caso sono soltanto due. Nel già citato articolo (Chiodo, Lauria et al., 2013) si è proposto un 
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metodo di inferenza Bayesiano basato su una parametrizzazione alternativa del modello IG, in funzione del 

coefficiente di variazione di T, CV[T], cioè il rapporto tra la Deviazione standard  e la media del lifetime T: 

 

w= CV[T] =s/m= (m/l)1/2        (4.17) 

       

E’ possibile mostrare che il valore della funzione affidabilità R(t) del modello IG valutata nel valore atteso di 

T, ovvero in t=m,  è una funzione monotona di w, il che pone le basi per una efficace valutazione della pdf  

“a priori” (Martz e Waller, 1991) del coefficiente di variazione w. 

Si fa infine cenno al fatto che, con metodi di “mistura” di v.a. (Whitmore,1986), è anche possibile trattare 

modelli derivanti da una soglia aleatoria, ovvero caratterizzati da una pdf Gaussiana Inversa con parametri 

aleatori, che riflettano le variabilità delle condizioni di esercizio (e anche, nel caso specifico, l’incertezza sul 

valore della soglia di scostamento della frequenza) o delle caratteristiche costruttive delle diverse batterie. 

 

In definitiva, nel presente paragrafo 4 si sono utilizzati i risultati delle analisi delle variazioni di frequenza di 

cui al par. 3 per dedurre un modello plausibile di vita della batteria, fermo restando che esso andrà testato 

alla luce della analisi dei dati statistici disponibili nei futuri sviluppi della attività di ricerca. 

 

 

5 Conclusioni 
Il Rapporto, redatto nell’ambito della Convenzione di Ricerca ENEA-Dipartimento di Ingegneria Industriale 

dell’Università degli Studi di Napoli Federico II, ha avuto come oggetto lo “Studio della variabilità di potenza 

del carico effettivo di rete volto alla stima durata di vita di un sistema di accumulo a batterie per il supporto 

della regolazione primaria della frequenza dei sistemi elettrici”. Lo studio è stato incentrato sulla 

caratterizzazione stocastica delle variazioni di frequenza, considerata la rigida proporzionalità tra squilibri di 

carico e deviazioni di frequenza. Inizialmente si è descritta la problematica delle variazioni di frequenza 

anche in relazione alla luce delle problematiche introdotte dal crescente grado di penetrazione delle fonti 

rinnovabili, mettendo in evidenza che i sistemi di accumulo, basati sull’impiego di batterie, possono 

svolgere un ruolo decisivo nell’ambito del supporto al servizio di regolazione della frequenza, oltre a quello 

ovvio di rendere più flessibile ed efficiente l’uso delle fonti rinnovabili. Dopo aver evidenziato la 

problematica del dimensionamento e delle strategie di controllo di tali sistemi di accumulo, si è proposta 

una metodologia di descrizione probabilistica delle variazioni di frequenza in termini di processo di 

attraversamento. In particolare dopo aver verificato, a partire da dati disponibili in rete, che la distribuzione 

dei tempi di attraversamento, per prefissate barriere, potesse propriamente essere descritta da una 

distribuzione esponenziale, si è ragionevolmente supposto che il processo di attraversamento potesse 
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essere descritto in termini di processo di Poisson. La classica analisi statistica in termini di periodogramma 

ha permesso di confermare la bontà delle ipotesi ammesse. Quindi, a partire da tale caratterizzazione 

stocastica, si è definito un processo di usura cumulativo, somma di due processi di Wiener. Ciò ha portato 

ad inferire che la durata di vita della batteria, riguardata come tempo di primo attraversamento della soglia 

prefissata, potesse essere propriamente descritta da una distribuzione Gaussiana inversa. Questo risultato 

pone le basi per l’identificazione e la stima ottimale del modello di vita per le batterie adibite a servizio di 

regolazione della frequenza tramite prove di vita accelerate. Lo studio potrebbe essere di significativo 

supporto alla progettazione della taglia ottimale delle batterie onde assicurare un’idonea durata di vita 

delle stesse, nel rispetto sia del criterio del contenimento del costo che dei vincoli prestazionali inerenti al 

servizio di supporto alla regolazione della frequenza. 

 

6 Appendice 1: Principali modelli di affidabilità per le batterie 
In questa Appendice si richiamano brevemente le principali caratteristiche delle distribuzioni 

probabilistiche più adoperate in letteratura nell’ambito modelli di affidabilità per le batterie, a partire dal 

già illustrato modello IG -  ovvero le Distribuzioni: 

1) Gaussiana  Inversa; 

2) Gamma;  

3) Birnbaum-Saunders; 

 4) Lognormale; 

5) Weibull. 

Dei modelli 2)-5), cui non si fa riferimento nel Report - si danno solo dei brevi sommari di seguito, 

rimandando alla letteratura specializzata (Johnson, Kotz , Balakrishnan, 1994; Lawless, 1982) per gli 

approfondimenti e i grafici. 

La più celebre Distribuzione Gaussiana o Normale viene utilizzata raramente, sia per motivi teorici (non è 

relativa a v.a. intrinsecamente positive, a differenza delle precedenti), sia per la sua scarsa flessibilità. 

Nel seguito, si indica con R(t) la funzione affidabilità (Reliability function), ovvero la probabilità che il 

dispositivo funzioni continuamente in tutto l’intervallo [0,t] , ovvero la probabilità dell’evento {T > t}, ove Tè 

la v.a. “tempo di funzionamento” (lifetime, LT) del dispositivo. Essa è a volte chiamata funzione di 

sopravvivenza (“Survival function”). La v.a. T, essendo continua, è caratterizzabile probabilisticamente 

mediante una funzione densità di probabilità (pdf), f(t), tale che il prodottof(t)dt rappresenta la probabilità 

che la variabile aleatoria T sia compresa nell'intervallo di tempo di durata infinitesima dt, avente inizio in t: 

 

f(t)dt = P(t <T£t + dt)  (t ³0) 
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La funzione di distribuzione cumulativa (cdf ) di T,  F(t): 

F(t) = P{T £ t}= ò
t

0

f(u)du     (t³0) 

è anche detta funzione “inaffidabilità”, essendo la probabilità che il componente si guasti entro l’istante 

t(d’ora in poi si ometterà  la ovvia condizione: t³0). Il complemento ad 1 della F(t) rappresenta, ovviamente, 

la probabilità che il componente sia correttamente funzionante per un tempo superiore a t e ciò, sulla base 

della definizione data, rappresenta proprio l'affidabilità del componente: 

 

R(t) = 1- F(t) = P{T > t}= ò
¥+

t

f(u)du

 
 

Sussistono tra le grandezze sopra riportate anche le ovvie relazioni differenziali: 

 

dt
tdR

dt
tdFtf )()()( -==

 
 

Per un componente qualsiasi, si definisce funzione tasso di guasto istantaneo, h(x), (o, come nel seguito, 

semplicemente “tasso di guasto“, in letteratura “Hazard rate”, HR) relativa al generico istante x - la funzione 

h(x), definita - in ogni istante x tale che R(x)>0 - da: 
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Essa si può ricavare dalla seguente definizione alternativa: 

 

( ) ( ){ }
x

xTxxTxPxh
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=
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0  

 

E’ chiaro, da quest’ultima relazione, che la funzione tasso di guasto ha il seguente significato fisico: 

 “Per un generico tempo x>0, il prodotto h(x)dx rappresenta – per dx ® 0 - la probabilità che il componente si 

guasti nell’intervallo (x,x+dx), dato che ha funzionato fino al tempo x”.  

 Si noti che: 
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Il più diffuso e semplice modello di affidabilità è quello Esponenziale, tetR l-=)( ,  la cui funzione tasso di 

guasto è data da una costante, il reciproco del valore atteso di T: 

 

l==
)(
)()(

tR
tfth  

 

Questo è l’unico caso in cui il tasso di guasto è costante e pari all’unico parametro λ. 

Il diagramma sperimentale di h(t) presenta, per molti componenti, un andamento tipico detto a “vasca da 

bagno” (“Bath-Tub”), ossia prima decrescente, poi all'incirca costante, poi crescente per tempi elevati. 

Come riportato in letteratura e esemplificato nei modelli che seguono, per le batterie spesso questo 

modello è tuttavia inadeguato; infatti l’HR risulta, in base ad alcuni modelli stimati sulla base dei dati - tra 

cui quello IG qui preso a riferimento su basi teoriche – decrescente per tempi elevati. Qui si fa peraltro 

cenno che questo andamento, apparentemente contro-intuitivo per componenti soggetti ad usura, è stato 

spiegato in letteratura (Barlow, 1985). 

 

6.1 Distribuzione Gaussiana inversa 

La distribuzione Gaussiana Inversa (Johnson, Kotz, Balakrishnan, 1994; Chhikara e Folks, 1989) deve il suo 

nome alla relazione inversa che esiste tra la Funzione Caratteristica di questo modello e quella della 

distribuzione Normale. 

La distribuzione Gaussiana inversa ha trovato un efficiente utilizzo per quelle situazioni in cui i guasti del 

periodo iniziale di vita condizionano, in maniera significativa, la distribuzione del tempo di funzionamento. 

In passato, per tali casi, si utilizzava soprattutto la distribuzione Lognormale (descritta in seguito), 

considerato che essa presenta un tasso di guasto con un andamento inizialmente crescente, poi 

decrescente.  

La distribuzione Gaussiana inversa, che presenta un tasso di guasto con un andamento simile a quello della 

Lognormale, presenta alcuni vantaggi che, alcune volte, la rendono preferibile per rappresentare tempi di 

durata o anche modelli di riparabilità\manutenibilità.  

La pdf della distribuzione Gaussiana Inversa, con parametri μ e λ (entrambi aventi dimensioni di un tempo) 

è: 
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La media e la varianza sono date rispettivamente da: 
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L’affidabilità ed il tasso di guasto possono essere espressi, non in forma chiusa, in funzione della funzione di 

probabilità cumulativa della distribuzione normale standard Φ(t), secondo le seguenti relazioni: 
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Il tasso di guasto, prima crescente, raggiunge un massimo in un istante finito t* (non esprimibile in forma 

chiusa) poi decrescente e tende a 22m
l per +¥®t . Nelle figure successive sono mostrati alcuni esempi 

della pdf, dell’affidabilità e del tasso di guasto per diversi valori di λ, con μ=1. 

 
Figura A1.1. Esempi di pdf Gaussiana Inversa 

0 1 2 3 4 5
t

0

0.5

1

1.5

f(t
;

,
)

=0.5
=1
=3
=10



ACCORDO DI PROGRAMMA MSE-ENEA  

34 

 
 

Figura A1.2. Esempi di funzioni affidabilità Gaussiana Inversa 

 
Figura A1.3. Esempi di HR della Gaussiana Inversa 

 

6.2 Distribuzione Gamma 

La distribuzione Gamma può essere vista come una naturale estensione della distribuzione Esponenziale ed 

è talvolta utilizzata per descrivere processi di usura. Essa è anche spesso utilizzata come distribuzione a 

priori in analisi affidabilistiche di tipo Bayesiano. 

Come già discusso, se si assume che il numero di manifestazioni di un dato evento in un dato intervallo di 

tempo ha una distribuzione di Poisson, si può mostrare che la lunghezza dell’intervallo di tempo compreso 

fra il tempo 0 e l’istante in cui si verifica la manifestazione n-esima ha una distribuzione Gamma. 
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Equivalentemente, se si indica con Ti il tempo tra due successivi guasti di un sistema con lifetime 

Esponenziale con parametro λ, allora T=T1+ T2 +T3+… +Tn, il tempo necessario affinché si verifichino n guasti, 

ha una distribuzione gamma con fattore di scala λ-1 e parametro di forma n (v. seguito). Per tale motivo la 

distribuzione gamma è anche detta convoluzione n-dimensionale di una distribuzione esponenziale di 

parametro λ. Si evince quindi che la distribuzione Gamma, per esempio, si adatta particolarmente a 

descrivere il tempo di funzionamento di quei sistemi, che soggetti a “shock” di pari intensità distribuiti 

secondo una distribuzione di Poisson, si guastano esattamente dopo il verificarsi dell’n-esimo shock. La pdf 

della famiglia di distribuzioni Gamma con parametri α e β è data da: 

 

 

 

Dove Г(α) denota la funzione “gamma” valutata in α. I parametri α e β sono rispettivamente chiamati 

parametro di forma e di scala.  

Per valori interi di α la distribuzione Gamma è anche conosciuta come distribuzione di Erlang. Se α=1 la 

distribuzione Gamma diventa una distribuzione Esponenziale con tasso di guasto pari a 1/β. Inoltre nel caso 

particolare in cui α = n/2 e β=2 la distribuzione Gamma diventa una distribuzione notevole, nota come 

distribuzione “Chi-quadrato” con n gradi di libertà, χ2(n). La media e la varianza sono date rispettivamente 

da: 

 

 

 

 

Le funzioni affidabilità e tasso di guasto sono esprimibili in forma chiusa solo se α è intero, in tutti gli altri 

casi, comunque, possono essere espresse tramite la funzione Gamma Standard incompleta Γ(a,z) definita 

come: 

con a>0 

che è ampiamente tabellata. Naturalmente, , ossia la funzione Gamma completa.  

In funzione di Γ(a,z) l’Affidabilità di una distribuzione Gamma è data da: 

 

 

che, se α è intero, diventa: 
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La funzione tasso di guasto è data da: 

 

Se α è un intero > 0, h(t) ha la forma chiusa: 

 

 

 

Il tasso di guasto è decrescente in funzione del tempo t per α<1, costante per α=1, crescente per α>1, e 

tende al valore 1/β per t®+¥. 

Dunque, ai fini del presente studio, è opportuno evidenziare che l’HR è in ogni caso monotono, il che rende 

tale modello molto diverso da quello IG (come capita anche per il modello Weibull). 

 
 
6.3 Distribuzione Birnbaum-Saunders 
La distribuzione Birnbaum-Saunders viene dedotta da un modello di lifetime in cui il tempo di vita è definito 

come istante di superamento di una data soglia da parte di un processo stocastico di usura Gaussiano con 

media e varianza linearmente crescenti nel tempo. Essa presenta, come si può intuire dalla sua genesi, 

diverse somiglianze con il modello Gaussiano inverso. La funzione affidabilità R(t) di una distribuzione 

Birnbaum-Saunders può essere ricavata dalla seguente equazione della cdf F(t), ove  Φ(●) è la cdf della 

distribuzione normale standard (caratterizzata da valore medio nullo e varianza pari ad 1): 
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con (a,b) parametri positivi. Il parametro a è un parametro di forma, b un parametro di scala. Si ha quindi: 

R(t)=1-F(t). La funzione densità di probabilità (pdf), f(t), derivata della F(t), è riportata di seguito: 
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Notevole la somiglianza dell’andamento della funzione tasso di guasto della Birnbaum-Saunders con quello 

della IG. Infatti l’HR risulta essere una funzione dapprima crescente, poi decrescente dopo un certo tempo 

t* detto “punto di inversione”. Per valori dei parametri della Birnbaum-Saunders molto piccoli, il punto di 

inversione tende all'infinito e, quindi, il tasso di guasto risulta comunque una funzione crescente. E’ 

peraltro evidente una certa similitudine dei processi di usura che portano ad un modello IG e uno 

Birnbaum-Saunders, visto che sono entrambi Gaussiani con media e varianza funzioni lineari del tempo. 

 

6.4 Distribuzione Lognormale 
La distribuzione Lognormale viene ampiamente usata in affidabilità per analizzare dati di vita. 

I vantaggi sono essenzialmente due: 

-Si possono analizzare dati generati da un modello Lognormale, adattando i classici metodi di analisi per la 

distribuzione Normale. 

-Le funzioni densità di probabilità e tasso di guasto sono estremamente flessibili in ampiezza al variare dei 

parametri, ovvero la media logaritmica e la deviazione standard logaritmica. 

Una variabile aleatoria T non negativa, come il tempo di durata di un componente, è Lognormale se X=ln(T) 

ha una distribuzione Normale. 

La pdf di una distribuzione Lognormale è: 

 

 

 

 

dove  è la media logaritmica, e   è la varianza logaritmica di T. Entrambi i 

parametri sono adimensionali. 

Utilizzando la cdf Φ(●) e la pdf φ(t) della distribuzione Normale standardizzata,  la pdf della v.a. Lognormale  

può essere espressa come segue: 

 

La media e la varianza della variabile aleatoria T sono dati da: 
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La cdf è data dalla formula: 

 

L’espressione del Tasso di guasto h(t) è: 

 

 

 

Le proprietà di h(t), tasso di guasto Lognormale, sono: 

- h(t) = 0 in t=0+ 

-andamento crescente, poi decrescente all’ aumentare di t; 

-tende a 0 per t tendente ad infinito. 

Nonostante ipotesi deduttive completamente diverse da quelle alla base del modello IG, quello Lognormale 

presenta notevoli similitudini, anche nella forma della pdf; in particolare, è notevole la similitudine nell’ 

’andamento del tasso di guasto, meno adatto tuttavia, come già accennato, a modellare funzioni tasso di 

guasto di interesse pratico rispetto a quello IG. Nella pratica, come discusso in (Chiodo e Mazzanti, 2011), 

nella maggior parte dei casi i due modelli sono indistinguibili sulla base dei dati di campo, quindi è 

importante capire il tipo di processo di invecchiamento che può dare origine all’uno o all’altro. 

 

6.5 Distribuzione Weibull 
La famiglia di distribuzioni Weibull, potendo caratterizzare sia tassi di guasto crescenti, sia decrescenti, è 

stata con successo utilizzata per descrivere sia i guasti nel periodo iniziale di vita dei componenti elettrici, 

sia i guasti per usura dovuti ad invecchiamento.  
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Pertanto, per la sua flessibilità, è una di quelle che meglio si adatta a rappresentare il tempo di vita di 

componenti caratterizzati da tassi di guasto variabili nel tempo e sta trovando un numero sempre maggiore 

di applicazioni nel caso dell’affidabilità di componenti elettrici e soprattutto elettronici. 

Essa è spesso impiegata per descrivere a livello analitico le caratteristiche del campione in prova come lo 

“strength” (elettrico o meccanico), ed altre proprietà durante le prove di vita accelerate. La teoria dei valori 

estremi (Castillo, 1988) dimostra che una delle distribuzioni dei valori estremi relativi alla più piccola di n 

variabili aleatorie, con n®+¥, può essere una Weibull. 

Tale teoria giustifica dunque l’applicazione del modello Weibull ai tempi al guasto se si verifica nel processo 

reale o di esperimento la “competizione” tra un largo numero di cause fisiche di degrado; la prima di esse a 

valicare la linea critica di degrado definisce la misura del tempo al guasto del sistema. 

Conviene caratterizzare tale modello in base al Tasso di guasto, che è dato da: 

 

 

 

Il tasso di guasto è: 

-decrescente (crescente) in t-θ se β<1 (β>1),  

-costante, quindi il modello diventa esponenziale, se β=1.  

Quando β=2 il tasso di guasto è linearmente crescente in funzione di t-θ e la distribuzione risultante è 

conosciuta come distribuzione di Rayleigh.  

In ogni caso, ai fini del presente studio, è opportuno evidenziare che l’HR è sempre monotono, il che rende 

tale modello molto diverso da quello IG (differentemente dagli altri qui analizzati). 

Il parametro β, è chiamato parametro di forma, mentre α e θ sono chiamati rispettivamente parametro di 

scala e di posizione (θ corrisponde ad un periodo di vita garantita che non è presente in molte applicazioni, 

in tal caso è posto uguale a zero). 

Le corrispondenti funzioni di densità di probabilità, pdf, e di affidabilità R(t) sono: 

 

 

 

 

Il valore medio e la varianza della distribuzione Weibull sono esprimibili tramite la Gamma standardizzata: 
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Si può infine ripetere quanto visto a proposito del modello Gamma, ovvero evidenziare che l’HR è in ogni 

caso monotono, il che rende tale modello molto diverso da quello IG. 

 

7 Appendice 2: Elementi di teoria dei processi di rinnovo 
7.1 Processo ordinario di rinnovo 
Si definisca come processo ordinario di rinnovo una sequenza di variabili aleatorie indipendenti ed aventi la 

stessa distribuzione, caratterizzata dalla pdf f(x). Come tipico esempio, che si adatta immediatamente alle 

applicazioni qui considerate, si consideri la situazione in cui un componente 'nuovo' - posto in operazione 

all'istante t=0 - si guasti all'istante t=t1. Se in t1 il componente guasto viene istantaneamente sostituito con 

un componente nuovo e statisticamente identico al precedente inizia un nuovo ciclo di funzionamento che 

durerà fino all'istante t2, in cui anche il nuovo componente subisce un guasto. 

Si considerino ora le variabili aleatorie 'durata dell'i-esimo periodo di operazione' identificate 

rispettivamente da: 
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essendo Ti la variabile aleatoria che nella realizzazione sperimentale esposta ha assunto la determinazione 

ti. 

Ebbene le variabili aleatorie Xi, nelle ipotesi fatte, risultano essere statisticamente indipendenti ed 

identicamente distribuite (IID). Pertanto la loro sequenza individua un “processo ordinario di rinnovo” (in 

letteratura: “Renewal Process”) (Cox,1962; Cinlar, 1975; Papoulis,2002). Una situazione del genere può 

essere rappresentata graficamente come in Figura A.1. 

La variabile aleatoria 'tempo al guasto ennesimo', che, data l'ipotizzata durata nulla del processo di 

sostituzione (o rinnovo) coincide con la variabile aleatoria “tempo all'ennesimo rinnovo”', è data dalla 

somma delle durate dei primi n periodi di operazione: 

 
Tn=X1+X2+...Xn 
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Figura A.1 

 
 

Ricordando la teoria delle variabili aleatorie indipendenti, la v.a. somma Z=Tn ha densità di probabilità: 

 

fn(t) = f(t)Äf(t)...Äf(t) 

 

dove il prodotto di convoluzione Ä è ripetuto n volte. Applicando il teorema della convoluzione alla 

trasformata di Laplace (TL) – denotando con F(s) la TL di f(t) - si ottiene: 

 

fn*(s) = L[fn(t)] = [f*(s)]n 

 

La probabilità che il tempo all' ennesimo guasto o rinnovo sia non superiore a t è data dalla funzione di 

distribuzione cumulativa (cdf) della variabile aleatoria Tn e pertanto: 
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Il valore atteso del tempo all'ennesimo rinnovo è dato da: 
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Si consideri ora la variabile aleatoria “numero di rinnovi” al tempo t, N(t). 

Essa sarà non superiore ad n se l'ennesimo guasto avviene dopo l'istante t e, pertanto, in termini 

probabilistici: 

 

N(t) 
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Considerando ciò si ha: 

P[N(t)=n] = Fn(t)-Fn+1(t) 

 

Si può allora calcolare il numero medio di rinnovi al tempo t, cui si dà il nome di funzione di rinnovo, M(t): 
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Tenendo conto che: 
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Applicando la trasformata di Laplace a M(t) e ricordando il prodotto di convoluzione: 
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ove si è tenuto conto che: 
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Si può inoltre definire la grandezza: 
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chiamata “frequenza istantanea di rinnovo” o “tasso di rinnovo”. 

Se i periodi di operazione sono identicamente distribuiti con pdf Esponenziale negativa: 
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che prende il nome di 'distribuzione speciale di Erlang ad n stadi’, caso particolare del modello Gamma. 

Consideriamo ora la probabilità di avere n guasti al tempo t mediante la TL: 
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Antitrasformando, si ha: 
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che rappresenta il ben noto “processo di Poisson”. 

Con semplici calcoli si ottiene anche il numero atteso di rinnovi, ovvero il valore atteso di N(t), detta 

“Renewal Function” M(t): 

 

M(t) =lt 

 

e, di conseguenza, la frequenza (media) dei rinnovi: 
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Essa coincide con il “tasso di guasto” della v.a. Esponenziale, ossia con il reciproco del suo valor medio, 

come era logico attendersi. 
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9 Abbreviazioni ed acronimi 
 
cdf Funzione di distribuzione di probabilità (cumulative distribution function) 

E[X]  Media statistica della generica v.a. X 

HR tasso di guasto (Hazard rate) 

IG (Legge) Gaussiana Inversa 

IID Identicamente distribuite ed indipendenti 

pdf Funzione densità di probabilità (probability density function) 

q.c.  quasi certamente (con probabilità 1) 

TL  trasformata di Laplace  

v.a. Variabile aleatoria 

Var[X], V[X] Varianza della generica v.a. X 

Φ(x) cdf della distribuzione Gaussiana“standard” (di media nulla e varianza unitaria) 
 
 




