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�Ζ ƐƚĂƚŽ ƐǀŝůƵƉƉĂƚŽ ƵŶ ŶƵŽǀŽ ŵŽĚĞůůŽ Ěŝ ƐŽƩŽŐƌŝŐůŝĂ ƉĞƌ >ĂƌŐĞ �ĚĚǇ ^ŝŵƵůĂƟŽŶ ƉĞƌ ƚƌĂƩĂƌĞ ůΖŝŶƚĞƌĂǌŝŽŶĞ ƚƵƌďŽͲ
ůĞŶǌĂ ͬ ĐŽŵďƵƐƟŽŶĞ ŝŶ ĮĂŵŵĞ ƉƌĞŵŝƐĐĞůĂƚĞ͘ YƵĞƐƚŽ ŵŽĚĞůůŽ ŚĂ ůΖĂŵďŝǌŝŽŶĞ Ěŝ ĐŽŐůŝĞƌĞ Ă ůŝǀĞůůŽ ůŽĐĂůĞ ;ŶĞůůŽ
ƐƉĂǌŝŽͿ ŝ ƌĞŐŝŵŝ Ěŝ ĐŽŵďƵƐƟŽŶĞ ŵĞƐƐŝ ŝŶ ĞǀŝĚĞŶǌĂ ĚĂů ĐůĂƐƐŝĐŽ ĚŝĂŐƌĂŵŵĂ Ěŝ ĐŽŵďƵƐƟŽŶĞ ƉƌĞŵŝƐĐĞůĂƚĂ ĐŚĞ
ƌŝƉŽƌƚĂ͕ ŝŶ ĂƐĐŝƐƐĂ͕ ŝů ƌĂƉƉŽƌƚŽ ƚƌĂ ůĂ ƐĐĂůĂ ŝŶƚĞŐƌĂůĞ ĚĞůůĂ ƚƵƌďŽůĞŶǌĂ Ğ ůŽ ƐƉĞƐƐŽƌĞ ĚĞů ĨƌŽŶƚĞ Ěŝ ĮĂŵŵĂ͕ ĞĚ ŝŶ
ŽƌĚŝŶĂƚĂ͕ ŝů ƌĂƉƉŽƌƚŽ ƚƌĂ ůĂ ŇƵƩƵĂǌŝŽŶĞ ƌŵƐ Ěŝ ǀĞůŽĐŝƚă Ğ ůĂ ǀĞůŽĐŝƚă Ěŝ ƉƌŽƉĂŐĂǌŝŽŶĞ ůĂŵŝŶĂƌĞ ĚĞů ĨƌŽŶƚĞ ƐƚĞƐƐŽ͘
>ΖŽďŝĞƫǀŽ ĚĞů ŵŽĚĞůůŽ ğ ƋƵĞůůŽ Ěŝ ƐƟŵĂƌĞ ůĂ ĨƌĂǌŝŽŶĞ Ěŝ ǀŽůƵŵĞ ƌĞĂŐĞŶƚĞ ĂůůΖŝŶƚĞƌŶŽ Ěŝ ŽŐŶŝ ƐŝŶŐŽůĂ ĐĞůůĂ Ěŝ
ĐĂůĐŽůŽ͘ >ΖĞƐƉƌĞƐƐŝŽŶĞ ĮŶĂůĞ Ěŝ ƋƵĞƐƚĂ ĨƌĂǌŝŽŶĞ ĚŝƉĞŶĚĞ ĚĂů ƌĂƉƉŽƌƚŽ ƚƌĂ ůĂ ǀĞůŽĐŝƚă Ěŝ ƉƌŽƉĂŐĂǌŝŽŶĞ ƚƵƌďŽůĞŶͲ
ƚĂ ĚĞů ĨƌŽŶƚĞ Ěŝ ĮĂŵŵĂ Ğ ƋƵĞůůĂ ůĂŵŝŶĂƌĞ͕ Ğ ĚĂůůŽ ƐƉĞƐƐŽƌĞ ĚĞů ĨƌŽŶƚĞ Ěŝ ĮĂŵŵĂ͘ YƵĞƐƚĞ ĚƵĞ ĨŽŶĚĂŵĞŶƚĂůŝ
ŐƌĂŶĚĞǌǌĞ ƐŽŶŽ ŵŽĚĞůůĂƚĞ ĚŝǀĞƌƐĂŵĞŶƚĞ ŝŶ ĨƵŶǌŝŽŶĞ ĚĞů ƌĞŐŝŵĞ Ěŝ ĐŽŵďƵƐƟŽŶĞ ŝŶ ĐƵŝ ůĂ ĐĞůůĂ ƌĞĂŐĞŶƚĞ ǀŝĞŶĞ
Ă ƚƌŽǀĂƌƐŝ͘ /ů ŵŽĚĞůůŽ ƉƌŽƉŽƐƚŽ ĚĞĮŶŝƐĐĞ ƋƵĞƐƟ ƌĞŐŝŵŝ Ěŝ ĐŽŵďƵƐƟŽŶĞ ƐƵůůĂ ďĂƐĞ Ěŝ ƚƌĞ ŶƵŵĞƌŝ ĐĂƌĂƩĞƌŝƐƟĐŝ
ůŽĐĂůŝ͗ ŝů ŶƵŵĞƌŽ Ěŝ WƌĂŶĚƚů͕ ƋƵĞůůŽ Ěŝ ZĞǇŶŽůĚƐ Ğ ƋƵĞůůŽ Ěŝ �ĂŵŬŽŚĞůĞƌ͘ ^ŽŶŽ ĂŶĐŚĞ ĐŽŶƐŝĚĞƌĂƟ Őůŝ ĞīĞƫ Ěŝ
ĚŝīƵƐŝŽŶĞ ƉƌĞĨĞƌĞŶǌŝĂůĞ ĚĞůůĞ ƐƉĞĐŝĞ ĐŽŵďƵƐƟďŝůŝ Ɖŝƶ ůĞŐŐĞƌĞ͕ ĐŽŵĞ ůΖŝĚƌŽŐĞŶŽ͕ ƐƵůůĂ ƉƌŽƉĂŐĂǌŝŽŶĞ ĚĞů ĨƌŽŶƚĞ
ŶĞůůĞ ƌĞŐŝŽŶŝ ĚĞů ŇƵƐƐŽ ĐĂƌĂƩĞƌŝǌǌĂƚĞ ĚĂ ďĂƐƐŝ ůŝǀĞůůŝ Ěŝ ƐƟƌĂŵĞŶƚŽ ŇƵŝĚŽĚŝŶĂŵŝĐŽ͘ KůƚƌĞ Ă ĐŽŶƐŝĚĞƌĂƌĞ ůΖĞīĞƩŽ
ƉŽƐŝƟǀŽ ĚĞůůĞ ĚŝǀĞƌƐĞ ƐĐĂůĞ ƚƵƌďŽůĞŶƚĞ ƐƵůůĂ ĐŽŵďƵƐƟŽŶĞ͕ ĚŽǀƵƚŽ ĂůůΖĂƵŵĞŶƚĂƚŽ ŵĞƐĐŽůĂŵĞŶƚŽ ĞĚ ĞǀĞŶƚƵĂůĞ
ŝŶƐƉĞƐƐŝŵĞŶƚŽ ĚĞů ĨƌŽŶƚĞ͕ ŝů ŵŽĚĞůůŽ ĐŽŶƐŝĚĞƌĂ ĂŶĐŚĞ Őůŝ ĞīĞƫ ŶĞŐĂƟǀŝ ŝŶ ƚĞƌŵŝŶŝ Ěŝ ĞƐƟŶǌŝŽŶĞ ůŽĐĂůŝǌǌĂƚĂ͕ ĚŽͲ
ǀƵƚĂ ĂůůŽ ƐƟƌĂŵĞŶƚŽ ĚĞů ĨƌŽŶƚĞ Ěŝ ĮĂŵŵĂ ĚĂ ƉĂƌƚĞ ĚĞŝ ǀŽƌƟĐŝ Ěŝ ƉŝĐĐŽůĂ ƐĐĂůĂ͘ sĂ ŽƐƐĞƌǀĂƚŽ ĐŚĞ ŝů ŵŽĚĞůůŽ Ěŝ
ĞƐƟŶǌŝŽŶĞ ĂĚŽƩĂƚŽ ğ ƐƚĂƚŽ ƌŝƉƌĞƐŽ ĚĂ ůĞƩĞƌĂƚƵƌĂ͕ ĚŽƉŽ ĂƩĞŶƚĂ ǀĂůƵƚĂǌŝŽŶĞ ĚĞŝ ŵŽĚĞůůŝ ĂƩƵĂůŵĞŶƚĞ ĞƐŝƐƚĞŶƟ͘
�ů ŵŽŵĞŶƚŽ ĚĞůůĂ ƉƌŽƉŽƐƚĂ ĚĞů ƉƌĞƐĞŶƚĞ ƉƌŽŐĞƩŽ͕ Ɛŝ ƉĞŶƐĂǀĂ Ěŝ ǀĂůŝĚĂƌĞ ŝů ŶƵŽǀŽŵŽĚĞůůŽ ŵĞĚŝĂŶƚĞ ŝů ĐĂƐŽ ƚĞƐƚ
Ěŝ ĐŽŵďƵƐƟŽŶĞ ƉƌĞŵŝƐĐĞůĂƚĂ ĂƌŝĂͬƐǇŶŐĂƐ ĚĞů W^/ Ěŝ �ƵƌŝŐŽ͘ /Ŷ ƌĞĂůƚă ŝ ĚĂƟ ƐƉĞƌŝŵĞŶƚĂůŝ ƌĞůĂƟǀŝ Ă ƚĂůĞ ĐĂƐŽ ƐŽŶŽ
ŝŶƐƵĸĐŝĞŶƟ ƉĞƌ ƵŶĂ ǀĂůƵƚĂǌŝŽŶĞ ĞĚ ƵŶĂ ǀĂůŝĚĂǌŝŽŶĞ ĐŽƌƌĞƩĂ ĚĞů ŶƵŽǀŽŵŽĚĞůůŽ͘ �ŝ ĐŽŶƐĞŐƵĞŶǌĂ͕ ğ ƐƚĂƚŽ ĚĞĐŝƐŽ
Ěŝ ĂĚŽƩĂƌĞ ŝŶŝǌŝĂůŵĞŶƚĞ Ăůƚƌŝ ĚƵĞ ĐĂƐŝ ƚĞƐƚ ĨŽƌŵĂůŵĞŶƚĞ Ɛŝŵŝůŝ͕ ŵĂ ĂǀĞŶƟ ĚŝǀĞƌƐŝ ŶƵŵĞƌŝ Ěŝ ZĞǇŶŽůĚƐ Ğ ƋƵŝŶĚŝ
ĚŝǀĞƌƐŝ ůŝǀĞůůŝ Ěŝ ƚƵƌďŽůĞŶǌĂ͗ ƵŶĂ ĮĂŵŵĂ ƉƌĞŵŝƐĐĞůĂƚĂ ŵĞƚĂŶŽ ͬ ĂƌŝĂ ƌĞůĂƟǀĂ ĂĚ ƵŶ ďƌƵĐŝĂƚŽƌĞ ĐŽŶ ƚƌĞ ŝŶŝĞƩŽƌŝ Ă
ƐĞǌŝŽŶĞ ƌĞƩĂŶŐŽůĂƌĞ ĂĸĂŶĐĂƟ͘ >Ă ŵŝƐĐĞůĂ ĨƌĞƐĐĂ ƌĞĂŐĞŶƚĞ ĞƐĐĞ ĚĂůůΖŝŶŝĞƩŽƌĞ ĐĞŶƚƌĂůĞ͕ ŵĞŶƚƌĞ ĚĂŝ ĚƵĞ ƌĞƐƚĂŶƟ
ŝŶŝĞƩŽƌŝ ĞƐĐĞ Ă ǀĞůŽĐŝƚă ƌŝĚŽƩĂ ƵŶĂŵŝƐĐĞůĂ ĐŽƐƟƚƵŝƚĂ ĚĂŝ ŐĂƐ ƉƌŽĚŽƫ ĚĂůůĂ ĐŽŵďƵƐƟŽŶĞ ĚĞůůĂ ŵŝƐĐĞůĂ ĐĞŶƚƌĂůĞ͘
dĂůŝ ĐĂƐŝ ƚĞƐƚ ƐŽŶŽ Ɖŝƶ ƌŝĐĐŚŝ Ěŝ ĚĂƟ ĐŽŶ ĐƵŝ ĐŽŶĨƌŽŶƚĂƌƐŝ͘ WĞƌ ůĂ ǀĂůŝĚĂǌŝŽŶĞ ŽĐĐŽƌƌŽŶŽ ƵŶĂ ƐĞƌŝĞ Ěŝ ƐŝŵƵůĂǌŝŽŶŝ
Ă ĚŝǀĞƌƐŝ ůŝǀĞůůŝ Ěŝ ƌŝƐŽůƵǌŝŽŶĞ ƐƉĂǌŝĂůĞ͘ >Ğ ƐŝŵƵůĂǌŝŽŶŝ ƐŽŶŽ ĂŶĐŽƌĂ ŝŶ ĐŽƌƐŽ Ğ ƋƵŝŶĚŝ ůĂ ĨĂƐĞ Ěŝ ǀĂůŝĚĂǌŝŽŶĞ ŶŽŶ
ğ ĂŶĐŽƌĂ ĐŽŶĐůƵƐĂ͘ � ǀĂůůĞ Ěŝ ƋƵĞƐƚĂ ĨĂƐĞ͕ Ɛŝ ƐŝŵƵůĞƌă ĂŶĐŚĞ ŝů ĐŽŵďƵƐƚŽƌĞ ĚĞů W^/ ƉĞƌ ĨŽĐĂůŝǌǌĂƌĞ ůΖĂƩĞŶǌŝŽŶĞ
ƐƵŐůŝ ĞīĞƫ ĚŽǀƵƟ ĂůůĂ ƉƌĞƐĞŶǌĂ ĚĞůůΖŝĚƌŽŐĞŶŽ͘
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� ƐǇŶƚŚĞƟĐ ǁĂǇ ƚŽ ůŽŽŬ Ăƚ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ͬ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ĐŽŶƐŝƐƚƐ ŝŶ ŵĂƉƉŝŶŐ ǁŚĂƚ ĂƌĞ ƉŽƐƐŝďůĞ ĐŽŵͲ
ďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ͘ /Ŷ ĨĂĐƚ͕ ĚƵĞ ƚŽ ƚŚĞ ĐŽŵƉůĞǆŝƚǇ ŽĨ ŵƵůƟͲƐĐĂůĞ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ďĞƚǁĞĞŶ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ĂŶĚ ĐŚĞŵŝƐƚƌǇ͕
ƐĞǀĞƌĂů ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ŵĂǇ ŽĐĐƵƌ͘ ZĞŐŝŵĞ ĚĞƚĞƌŵŝŶĂƟŽŶ͕ ŝ͘Ğ͕͘ ƚŚĞ ŝĚĞŶƟĮĐĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ƐƉĂƟĂů ƐƚƌƵĐƚƵƌĞ
ĂŶĚ ŵŽƌƉŚŽůŽŐǇ ŽĨ ƚŚĞ ƌĞĂĐƟŶŐ ŇŽǁ͕ ŝƐ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚ ĨŽƌ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŵŽĚĞůůŝŶŐ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ŚĂǀĞ ďĞĞŶ
ƚŚĞŽƌĞƟĐĂůůǇ ŝŶǀĞƐƟŐĂƚĞĚ ĨŽƌ ŵĂŶǇ ǇĞĂƌƐ ϭ͕ Ϯ͕ ϯ͕ ϰ͕ ϱ͕ ϲ͕ ϳ͕ ϴ ďǇ ƐŝŵƉůǇ ĂƐƐƵŵŝŶŐ ƚŚĞ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ůĞŶŐͲ
ƚŚ ƐĐĂůĞ͕ L͕ ƚŚĞ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶ͕ u

0
rms

͕ ƚŚĞ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚ͕ S
L

͕ ĂŶĚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ
ĨƌŽŶƚ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ͕ �

F

͕ Ăůů ĚĞĮŶĞĚ Žƌ ŵĞĂƐƵƌĞĚ ŝŶ ƐŽŵĞ ǁĂǇ͕ ĂƐ ƚŚĞ ŵĂŝŶ ƋƵĂŶƟƟĞƐ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝǌŝŶŐ ƚŚĞ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ
Ͳ ĐŚĞŵŝƐƚƌǇ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ͘ ^ƵĐŚ ĂŶĂůǇƐŝƐ ŝƐ ƐƚƌŝĐƚůǇ ǀĂůŝĚ ŽŶůǇ ĨŽƌ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞƐ͕ ďĞĐĂƵƐĞ ŽŶůǇ ĨŽƌ ƚŚĞƐĞ ŇĂŵĞƐ
ŝƚ ŝƐ ƉŽƐƐŝďůĞ ƚŽ ĚĞĮŶĞ ƚŚĞ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚ S

L

ĂŶĚ ƚŚĞ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ ŽĨ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ �
F

͘
� ǁĞůů ĞƐƚĂďůŝƐŚĞĚ ŵŽĚĞů ŽĨ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŝƐ ŝŶ ƚĞƌŵƐ ŽĨ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞůĞƚƐ͘ dŚĞ ǭǭůĂŵŝŶĂƌ

ŇĂŵĞůĞƚΖΖ ĐŽŶĐĞƉƚ ŝƐ ďĂƐĞĚ ŽŶ ƚǁŽ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ͘ dŚĞ ĮƌƐƚ ĐŽŶĐĞƌŶƐ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ƚŽƉŽůŽŐǇ ŽĨ ƚŚĞ ŇĂŵĞ͖ ŝŶ ƉĂƌƟĐƵͲ
ůĂƌ͕ ƚŚĞ ƌĞĂĐƟŶŐ ŇŽǁ ŝƐ ǀŝĞǁĞĚ ĂƐ Ă ƚǁŽͲŇƵŝĚ ŇŽǁ ;ĨƌĞƐŚ ĂŶĚ ďƵƌŶƚ ŐĂƐĞƐͿ ƐĞƉĂƌĂƚĞĚ ďǇ ĂŶ ŝŶƚĞƌĨĂĐĞ ŽĨ ĮŶŝƚĞ
ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ �

F

ƚŚĂƚ ŝƐ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ;ƚŚĞ ůŝŵŝƚ �
F

! 0 ůĞĂĚƐ ƚŽ ƚŚĞ ǭǭŝŶĮŶŝƚĞůǇͲĨĂƐƚ ĐŚĞŵŝƐƚƌǇΖΖ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶͿ͘ dŚĞ
ƐĞĐŽŶĚ ŝƐ ĂďŽƵƚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ƐƚƌƵĐƚƵƌĞ͗ ŝŶ ƉĂƌƟĐƵůĂƌ͕ ŝƚ ŝƐ ĂƐƐƵŵĞĚ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ďĞŚĂǀĞƐ ůŽĐĂůůǇ ũƵƐƚ ůŝŬĞ
Ă ŵĂĐƌŽƐĐŽƉŝĐ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ͘ /Ĩ ƚŚŝƐ ŇĂŵĞ ŝƐ ĂƐƐƵŵĞĚ ƉůĂŶĂƌ ĂŶĚ ƐƚĞĂĚǇ͕ ƚŚĞ ůŽĐĂů ďƵƌŶŝŶŐ ƌĂƚĞ ŝƐ ĞƋƵĂů ƚŽ
ƚŚĞ ďƵƌŶŝŶŐ ƌĂƚĞ ŽĨ ƐƚĞĂĚǇ ƉůĂŶĂƌ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞƐ͕ ǁŚŽƐĞ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐƐ ŵĂǇ ďĞ ƉƌĞĚŝĐƚĞĚ ĂŶĚ ƚŚĞŶ ƐƚŽƌĞĚ ŝŶ
ŇĂŵĞůĞƚ ůŝďƌĂƌŝĞƐ ĨŽƌ ŵŽĚĞůůŝŶŐ ƉƵƌƉŽƐĞƐ͘ tŚĞŶ ŽŶůǇ ƚŚĞ ĮƌƐƚ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ ŝƐ ŵĂĚĞ͕ ƚŚĞ ƌĞŐŝŵĞ ŝƐ ĐĂůůĞĚ ǭǭĞǆͲ
ƚĞŶĚĞĚ ŇĂŵĞůĞƚΖΖ͕ ŝ͘Ğ͕͘ ƚŚĞ ƐƚƌƵĐƚƵƌĞ ŽĨ ƚŚĞ ŝŶƚĞƌĨĂĐĞ ŵĂǇ ŶŽƚ ďĞ ŶĞĐĞƐƐĂƌŝůǇ ĂƐƐƵŵĞĚ ƚŽ ďĞ ůĂŵŝŶĂƌ͘ /Ŷ ŐĞŶĞƌĂů͕
Ă ƉƌĞŵŝǆĞĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ŇĂŵĞ ĐĂŶ ďĞ ƚŚŽƵŐŚƚ ƚŽ ďĞ ŝŶ ĂŶ ǭǭĞǆƚĞŶĚĞĚ ŇĂŵĞůĞƚΖΖ ƌĞŐŝŵĞ ǁŚĞŶ ƚŚĞƌĞ ŝƐ Ăƚ ůĞĂƐƚ ŽŶĞ
ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ďĞƚǁĞĞŶ ĨƌĞƐŚ ĂŶĚ ďƵƌŶƚ ŐĂƐĞƐ ϵ͘ dŚƵƐ͕ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĚĞƚĞƌŵŝŶĞƐ ƚŚĞ ůŝŵŝƚ ďĞƚǁĞĞŶ ǭǭŇĂŵĞůĞƚΖΖ Žƌ
ǭǭŶŽ ŇĂŵĞůĞƚƐΖΖ ;ǁŚĞŶ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ƚĂŬĞƐ ƉůĂĐĞͿ ƌĞŐŝŵĞ͘
�ŶĂůǇƐŝƐ ŽĨ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ŝƐ ŽŌĞŶ ďĂƐĞĚ ŽŶ ŝŶƚƵŝƟǀĞ͕ ŽƌĚĞƌͲŽĨͲŵĂŐŶŝƚƵĚĞ ĂƌŐƵŵĞŶƚƐ ŝŶ ǁŚŝĐŚ͕ ŚŽͲ

ǁĞǀĞƌ͕ ƚŚĞ ƉŚǇƐŝĐƐ ŽĨ ŇĂŵĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ƉůĂǇƐ Ă ŵĂŝŶ ƌŽůĞ͘ >ŽĐĂů ŇĂŵĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ŽĐĐƵƌƐ ǁŚĞŶ ƚŚĞ ďƵƌŶŝŶŐ ƌĂƚĞ
ŝŶƐŝĚĞ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ďĞĐŽŵĞƐ ƐŽ ůŽǁ ƚŽ ƐůŽǁ ĚŽǁŶ Žƌ ĐŽŵƉůĞƚĞůǇ ƐƵƉƉƌĞƐƐ ƚŚĞ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƉƌŽĐĞƐƐ͘ dŚŝƐ ŵĂǇ
ŽĐĐƵƌ͕ ĨŽƌ ĞǆĂŵƉůĞ͕ ǁŚĞŶ Ă ǀŽƌƚĞǆ ŽĨ ƐŝǌĞ l > �

F

ĚŝƐƚŽƌƚƐ ĂŶĚ ƐƚƌĞƚĐŚĞƐ Ă ŇĂŵĞ ǭǭĨƌŽŶƚΖΖ͕ ŝŶĐƌĞĂƐŝŶŐ ŝƚƐ ǭǭƐƵƌĨĂĐĞΖΖ
A ĂŶĚ ƚŚĞƌĞĨŽƌĞ ƚŚĞ ŚĞĂƚ ůŽƐƐĞƐ͕ ƚŚƵƐ ƉƌŽĚƵĐŝŶŐ ĞǆƟŶĐƟŽŶ͘ dǇƉŝĐĂůůǇ͕ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ĂƌĞ ŵĂƉƉĞĚ ŝŶ ƚǁŽ
ĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů ĚŝĂŐƌĂŵƐ ƐŚŽǁŝŶŐ ƌĞŐŝŽŶƐ ǁŚĞƌĞ ƚŚĞ ŇŽǁ ƐƚƌƵĐƚƵƌĞ ǁŝůů ĨĞĂƚƵƌĞ ŇĂŵĞůĞƚƐ͕ ƉŽĐŬĞƚƐ Žƌ ĚŝƐƚƌŝďƵƚĞĚ
ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞƐ͘ :ƵƐƚ ĂƐ ƚǇƉŝĐĂůůǇ͕ ƚŚĞƐĞ ĚŝĂŐƌĂŵƐ ĚŽ ŶŽƚ ŝŶĐůƵĚĞ ƚŚĞ ĞīĞĐƚ ŽĨ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚ ŇĂŵĞ ƉŚǇƐŝĐƐ ƐƵĐŚ ĂƐ
ŚĞĂƚ ůŽƐƐĞƐ͕ ŇĂŵĞ ĐƵƌǀĂƚƵƌĞ͕ ǀŝƐĐŽƵƐ ĚŝƐƐŝƉĂƟŽŶ ĂŶĚ ƚƌĂŶƐŝĞŶƚ ĚǇŶĂŵŝĐƐ͕ Ăůů ĂīĞĐƟŶŐ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ͘ &ƵƌƚŚĞƌŵŽͲ
ƌĞ͕ ƚŚĞ ĞīĞĐƚ ŽĨ ƚŚĞ >ĞǁŝƐ ŶƵŵďĞƌ ŽŶ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ƉƌŽĚƵĐĞĚ ďǇ ƐƚƌĞƚĐŚŝŶŐ ŝƐ ŶŽƚ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞĚ ϭϬ͕ Ɖ͘ ϱϲͲϱϵ͘ /Ŷ
ůŝƚĞƌĂƚƵƌĞ ƚŚĞƌĞ ĂƌĞ ƐĞǀĞƌĂů ŶƵŵĞƌŝĐĂů ƐŝŵƵůĂƟŽŶƐ ϭϭ͕ ϭϮ ĂŶĚ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚĂů ƐƚƵĚŝĞƐ ϭϯ͕ ϭϰ͕ ϭϱ ŽŶ ƚŚĞ ĞīĞĐƚ
ŽĨ ĂĞƌŽĚǇŶĂŵŝĐ ƐƚƌĞƚĐŚ ŽŶ Ă ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ;ŽŌĞŶ Ă ƐƚĂŐŶĂƟŽŶͲƉŽŝŶƚ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ͕ ĂƐ ƐŚŽǁŶ ŝŶ &ŝŐ͘ ϭ͘ϭͿ͘
dŚĞƐĞ ƐƚƵĚŝĞƐ ƉƌĞĚŝĐƚ ƐƚƌĞƚĐŚ ĨĂĐƚŽƌƐ͕ ⇣͕ ǁŚĞƌĞ

⇣ = (1/A) dA/dt , ;ϭ͘ϭͿ

ƚŚĂƚ ƉƌŽĚƵĐĞ ĞǆƟŶĐƟŽŶ ;ĂŶĚ ƚŚĞƌĞĨŽƌĞ ĂƌĞ ĐĂůůĞĚ ĐƌŝƟĐĂů ƐƚƌĞƚĐŚ ĨĂĐƚŽƌƐͿ͕ ƐŚŽǁŝŶŐ ƚŚĂƚ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ŝƐ ĨĂǀŽƵƌĞĚ
ďǇ Le > 1 ĂŶĚ ďǇ ŇĂŵĞ ŶŽŶͲĂĚŝĂďĂƟĐŝƚǇ͘ � ƋƵĂůŝƚĂƟǀĞ ƐƵŵŵĂƌǇ ŽĨ ƚŚĞƐĞ ƌĞƐƵůƚƐ ŝƐ ƌĞƉŽƌƚĞĚ ŝŶ &ŝŐ͘ ϭ͘ϭ͘
hŶĚĞƌƐƚĂŶĚŝŶŐ ŚŽǁ ƐƚƌĞƚĐŚŵĂǇ ƋƵĞŶĐŚ Ă ŇĂŵĞ ŝƐ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚ ŝŶ ŵŽĚĞůůŝŶŐ ŇĂŵĞ Ͳ ǀŽƌƚĞǆ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ͕ ĞƐƉĞĐŝĂůůǇ
ǁŝƚŚ Ă ƐŽͲĐĂůůĞĚ ŇĂŵĞ ƐƵƌĨĂĐĞ ŵŽĚĞů ĂƉƉƌŽĂĐŚ ϭϲ͘

ϱ



�ĐĐŽƌĚŽ Ěŝ WZK'Z�DD�D^�Ͳ�E��

&ŝŐƵƌĂ ϭ͘ϭ͗ �īĞĐƚ ŽĨ ƐƚƌĞƚĐŚŝŶŐ ŽŶ ƐƚĂŐŶĂƟŽŶͲƉŽŝŶƚ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞƐ ϭϳ͘

ϲ



� ŶŽŶĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů ƉĂƌĂŵĞƚĞƌ ƌĞůĂƚĞĚ ƚŽ ƚŚĞ ĞīĞĐƚ ŽĨ ƐƚƌĞƚĐŚŝŶŐ ŽŶ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ŝƐ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ŶƵŵďĞƌ͕
ĚĞĮŶĞĚ ĂƐ ƚŚĞ ƌĂƟŽ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ĐŚĞŵŝĐĂů ƟŵĞ ĂŶĚ ƚŚĞ ƐƚƌĞƚĐŚŝŶŐ ƟŵĞ͕ ĂŶĚ ĚĞĮŶĞĚ ĂƐ

Ka

t

=
⌧

ch

⌧

st

=
�

F

/S
L�

1
A

dA
dt

��1 . ;ϭ͘ϮͿ

/ƚ ŝƐ ǀĞƌǇ ƵƐĞĨƵů ƚŽ ĐŽƌƌĞůĂƚĞ ĚĂƚĂ ;Ğ͘Ő͕͘ ŽŶ ĞǆƟŶĐƟŽŶͿ ĂŶĚ ŝƐ ĂůƐŽ ŝŶƚƵŝƟǀĞ͗ ǁŚĞŶKa

t

> 1 ƋƵĞŶĐŚŝŶŐŵĂǇ ŝŶĚĞĞĚ
ŽĐĐƵƌ ĂŶĚ ƚŚĞ ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞ ǁŝůů ďĞ ĚŝƐƚƌŝďƵƚĞĚ͗ ƚŚŝƐ ŝƐ ƚŚĞ ƐŽ ĐĂůůĞĚ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ ϭϴ͕ ƚŽĚĂǇ ĐŽŵŵŽŶůǇ
ƌĞĨĞƌƌĞĚ ƚŽ ĂƐ <ůŝŵŽǀͲtŝůůŝĂŵƐ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͘
/ƚ ŝƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ⌧

ch

ƵƐĞĚ ŝŶ �ƋŶ͘ ;ϭ͘ϮͿ ŝƐ ĂŶ ŽǀĞƌĂůů ĐŚĞŵŝĐĂů ƟŵĞ͘ /ƚ ŝƐ ƚŚĞ ůŽĐĂů ƟŵĞ ƌĞƋƵŝƌĞĚ ďǇ
ƌĞĂĐƚĂŶƚƐ ƚŽ ďĞ ĐŽŶǀĞƌƚĞĚ ŝŶƚŽ ŚŽƚ ƉƌŽĚƵĐƚƐ ǁŝƚŚŝŶ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ͕ Žƌ ĞƋƵŝǀĂůĞŶƚůǇ͕ ŝƚ ŝƐ ƚŚĞ ƟŵĞ
ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ƚŽ ŚĞĂƚ ƌĞůĞĂƐĞ Ăƚ ƚŚĞ ƐĐĂůĞ ⇠ �

F

͘ /Ŷ ƌĞĂů ŇĂŵĞƐ ƚŚĞƌĞ ŝƐ ŝŶĚĞĞĚ Ă ƐƉĞĐƚƌƵŵ ŽĨ ĐŚĞŵŝĐĂů ƟŵĞƐ͕
ĚĞƉĞŶĚŝŶŐ ŽŶ ƚŚĞ ůŽĐĂů ƐƚĂƚĞ ŽĨ ƚŚĞ ŇŽǁ ŝŶ ƚĞƌŵƐ ŽĨ ƉƌĞƐƐƵƌĞ͕ ƚĞŵƉĞƌĂƚƵƌĞ ĂŶĚ ĐŽŵƉŽƐŝƟŽŶ͘ dŚŝƐ ƐƉĞĐƚƌƵŵ
ŽĨ ĐŚĞŵŝĐĂů ƟŵĞƐ ŝƐ ŶĞĐĞƐƐĂƌŝůǇ ƌĞĚƵĐĞĚ ũƵƐƚ ƚŽ ŽŶĞ ĐŚĞŵŝĐĂů ƟŵĞ ŝĨ S

L

ĂŶĚ �
F

ĂƌĞ ĂƐƐƵŵĞĚ ĐŽŶƐƚĂŶƚ͖ ŝŶ ĨĂĐƚ͕
ƚŚĞǇ ĂƌĞ ĨƵŶĐƟŽŶƐ ŽĨ ůŽĐĂů ƉƌĞƐƐƵƌĞ͕ ƚĞŵƉĞƌĂƚƵƌĞ ĂŶĚ ĐŽŵƉŽƐŝƟŽŶ͘ &ƵƌƚŚĞƌŵŽƌĞ͕ ƚŚĞ ŝĚĞŶƟƚǇ ⌧

ch

⇠ �

F

/S
L

ŶĞŐůĞĐƚƐ ƚŚĞ ĞīĞĐƚ ŽĨ ĐŽŶĚƵĐƟǀŝƚǇ ;Žƌ ĚŝīƵƐŝǀŝƚǇ ŵŽƌĞ ŐĞŶĞƌĂůůǇͿ ŽŶ ůŽĐĂů ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚ͘
�ĞĐĂƵƐĞ ŽĨ ƚŚĞ ĚŝĸĐƵůƚǇ ŝŶ ĐĂůĐƵůĂƟŶŐ ⇣ ĂƐ ƉĞƌ ŝƚƐ ĚĞĮŶŝƟŽŶ ;ϭ͘ϭͿ͕ ŝŶ ŵŽƐƚ ǁŽƌŬƐ ŽŶ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ŇĂŵĞƐ͕ ƐƚƌĞƚĐŚ

ŝƐ ĞƐƟŵĂƚĞĚ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ƌŵƐ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶ ĂŶĚ ƚŚĞ dĂǇůŽƌ ŵŝĐƌŽƐĐĂůĞ͕ ŝ͘Ğ͕͘

⌧

st

= �

T

/u
0
rms

. ;ϭ͘ϯͿ

^ŝŶĐĞ ƚŚĞ dĂǇůŽƌ ŵŝĐƌŽƐĐĂůĞ ŝƐ ĚĞĮŶĞĚ ĂƐ
�

T

= L/Re

1/2
L

t

, ;ϭ͘ϰͿ

L ďĞŝŶŐ ƚŚĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ŵĂĐƌŽƐĐĂůĞ ĂŶĚ Re

L

t

ƚŚĞ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌ͕ ĚĞĮŶĞĚ ĂƐ

Re

L

t

= u

0
rms

L/⌫ , ;ϭ͘ϱͿ

ĂŶĚ ƌĞŵĞŵďĞƌŝŶŐ ƚŚĂƚ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ƐŝŵƉůĞ DĂůůĂƌĚ Ͳ >Ğ �ŚĂƚĞůŝĞƌ ůĂŵŝŶĂƌ ƚŚĞŽƌǇ ϭϵ͕ Ɖ͘ ϭϮϱͲϭϯϮ

S

L

�

F

/⌫ = 1 ;ϭ͘ϲͿ

ĂŶĚ ĂůƐŽ ƚŚĂƚ͕ ĨƌŽŵ <ŽůŵŽŐŽƌŽǀΖƐ ƚŚĞŽƌǇ ϮϬ͕ Ăƚ ƚŚĞ ĚŝƐƐŝƉĂƟǀĞ ƐĐĂůĞ ⌘

u

⌘

⌘/⌫ = 1 , ;ϭ͘ϳͿ

⌘ ďĞŝŶŐ ƚŚĞ <ŽůŵŽŐŽƌŽǀ ĚŝƐƐŝƉĂƟǀĞ ƐĐĂůĞ͕ ŝ͘Ğ͕͘

⌘ = L/Re

3/4
L

t

;ϭ͘ϴͿ

ĂŶĚ u

⌘

ŝƚƐ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐ ǀĞůŽĐŝƚǇ͕

u

⌘

= u

0
rms

/Re

1/4
L

t

, ;ϭ͘ϵͿ

ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ŶƵŵďĞƌ ĚĞĮŶĞĚ ĂƐ ŝŶ �ƋŶ͘ ;ϭ͘ϮͿ ĐĂŶ ďĞ ĮŶĂůůǇ ǁƌŝƩĞŶ ĂƐ

Ka

t

=

✓
�

F

⌘

◆2

. ;ϭ͘ϭϬͿ

dŚŝƐ ƌĞƐƵůƚ ĐĂŶ ĂůƚĞƌŶĂƟǀĞůǇ ďĞ ĨŽƵŶĚ ďǇ ĂƐƐƵŵŝŶŐ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐ ƐƚƌĞƚĐŚŝŶŐ ƟŵĞ ďĞ ƚŚĞ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐ
ƟŵĞ ⌧

⌘

ŽĨ ƚŚĞ <ŽůŵŽŐŽƌŽǀ ƐĐĂůĞ ;ƚŚĂƚ ŝƐ͕ ƚŚĞ ŝŶǀĞƌƐĞ ŽĨ ƚŚĞ ƐƚƌĂŝŶ ƌĂƚĞ Ăƚ ƚŚĞ ⌘ ƐĐĂůĞͿ͕ ŝ͘Ğ͕͘

⌧

st

= �

T

/u
0
rms

⌘ ⌘/u
⌘

. ;ϭ͘ϭϭͿ

�Ǉ ĚĞĮŶŝŶŐ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ŶƵŵďĞƌ ĂƐ ŝŶ �ƋŶ͘ ;ϭ͘ϭϬͿ ŝƚ ŝƐ ĂƐƐƵŵĞĚ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ⌘ ƐĐĂůĞƐ ĂƌĞ ƚŚĞ ŵŽƐƚ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚ
Žƌ ĞīĞĐƟǀĞ ŝŶ ƐƚƌĞƚĐŚŝŶŐ Ă ŇĂŵĞ͘ dŚĞƌĞĨŽƌĞ͕ Ka

t

͕ ďĂƐĞĚ ŽŶ �ƋŶ͘ ;ϭ͘ϭϬͿ͕ ǁŝůů ďĞ ƌĞĨĞƌƌĞĚ ƚŽ ĂƐ Ka

⌘

t

͘ /Ŷ Ă

log

⇣
u

0
rms

/S
L

⌘
ǀƐ log (L/�

F

) ƉůĂŶĞ͕ ƚŚĞKa

⌘

t

ĐƵƌǀĞ ŝƐ log
⇣
u

0
rms

/S
L

⌘
= (1/3) log (L/�

F

)+(2/3) logKa

⌘

t

͘

ϳ
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&ŝŐƵƌĂ ϭ͘Ϯ͗ dǇƉŝĐĂů ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞ ŝĚĞŶƟĮĐĂƟŽŶ͘ dŚĞ ĚŽƩĞĚ ĂƌĐƐ ƌĞĨĞƌ ƚŽ ƚŚĞ ĞĂƌůǇ ĚĞĮŶŝƟŽŶ ĂƩĞŵƉƚ ďǇ
�ĂƌƌğƌĞ Ϯ͘ >ŽŐĂƌŝƚŚŵŝĐ ƐĐĂůĞƐ ĂƌĞ ƵƐĞĚ ĨŽƌ ďŽƚŚ ĂǆĞƐ͘ EŽƚĞ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ƐƵďƐĐƌŝƉƚ ǭǭƚΖΖ ŝŶ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝͲ
ƐƟĐ ŶŽŶĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů ŶƵŵďĞƌƐ ŚĂƐ ďĞĞŶ ĂǀŽŝĚĞĚ ƚŽ ƐŝŵƉůŝĨǇ ƐǇŵďŽůƐ͘ EŽƚĞ ĂůƐŽ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ŵĂǆŝŵƵŵ
ĞǆƚĞŶƐŝŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ǀĞƌƟĐĂů ĂǆŝƐ ŝƐ ŶŽƚ ƉŚǇƐŝĐĂů͘

&ŝŶĂůůǇ͕ ĂĐĐŽƌĚŝŶŐ ƚŽ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͕ ŝĨ Ka

⌘

t

> 1 ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ŽĐĐƵƌƐ͕ ŝ͘Ğ͕͘ ŶŽ ŇĂŵĞůĞƚ ŝƐ ƉŽƐƐŝďůĞ͘ /ƚ ŝƐ

ŽďƐĞƌǀĞĚ ƚŚĂƚ Ka

⌘

t

> 1 ĐŽƌƌĞƐƉŽŶĚƐ ƚŽ �

F

> ⌘͗ ƐŽ͕ ŝŶ Ă log

⇣
u

0
rms

/S
L

⌘
ǀƐ log (L/�

F

) ƉůĂŶĞ͕ Ka

⌘

t

= 1

ĐŽƌƌĞƐƉŽŶĚƐ ƚŽ ƚŚĞ ƐƚƌĂŝŐŚƚ ůŝŶĞ log
⇣
u

0
rms

/S
L

⌘
= (1/3) log (L/�

F

)͘

� ƐĞĐŽŶĚ ŶƵŵďĞƌ͕ ƵƐĞĨƵů ŝŶ ĞǀĂůƵĂƟŶŐ ƚŚĞ ĐŽƵƉůŝŶŐ ďĞƚǁĞĞŶ ŝŵƉŽƌƚĂŶĐĞ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ĂŶĚ ĐŚĞŵŝƐƚƌǇ͕ ŝƐ
ƚŚĞ ƚƵƌďƵůĞŶƚ �ĂŵŬƂŚůĞƌ ŶƵŵďĞƌ͕ ĚĞĮŶĞĚ ĂƐ ƚŚĞ ƌĂƟŽ ďĞƚǁĞĞŶ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐ ;ĐŽŶǀĞĐƟǀĞͿ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƟŵĞ ĂŶĚ
ĐŚĞŵŝĐĂů ƟŵĞ͕ ŝ͘Ğ͕͘
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=
⌧

t

⌧
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=
L/u

0
rms

�

F

/S
L

. ;ϭ͘ϭϮͿ

dŚĞ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƟŵĞ ŝƐ ĂƐƐƵŵĞĚ ƚŽ ďĞ ƚŚĞ ŝŶǀĞƌƐĞ ŽĨ ƚŚĞ ƐƚƌĂŝŶ ƌĂƚĞ Ăƚ ƚŚĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ůĞŶŐƚŚ ƐĐĂůĞ L͕ ĂŶĚ ƚŚĞƌĞĨŽƌĞ͕
ƚŚĞ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ �ĂŵŬƂŚůĞƌ ŶƵŵďĞƌ ŝƐ ƌĞĨĞƌƌĞĚ ƚŽ ĂƐ Da

L

t

͘ tŚĞŶ Da

L

t

ƚĞŶĚƐ ƚŽ ŝŶĮŶŝƚǇ͕ ĐŚĞŵŝƐƚƌǇ ŝƐ ǭǭĨĂƐƚΖΖ
ĂŶĚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ŝƐ ƉĂƐƐŝǀĞůǇ ĐŽŶǀĞĐƚĞĚ ďǇ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ͖ Ăƚ ƚŚĞ ŽƉƉŽƐŝƚĞ ĞǆƚƌĞŵĞ͕Da

L

t

⌧ 1 ŝŵƉůŝĞƐ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ŝƐ

ƐŽ ĞīĞĐƟǀĞ ŝŶ ŵŝǆŝŶŐ ƌĞĂĐƚĂŶƚƐ ƚŽ ƌĞĂůŝǌĞ ƚŚĞ ƐŽͲĐĂůůĞĚ ǭǭǁĞůůͲƐƟƌƌĞĚ ƌĞĂĐƚŽƌ ƌĞŐŝŵĞΖΖ͘ /Ŷ Ă log
⇣
u

0
rms

/S
L

⌘
ǀƐ

log (L/�
F

) ƉůĂŶĞ͕Da

L

t

= 1 ĐŽƌƌĞƐƉŽŶĚƐ ƚŽ ƚŚĞ ƐƚƌĂŝŐŚƚ ůŝŶĞ log
⇣
u

0
rms

/S
L

⌘
= log (L/�

F

)͘

dŽ ĂŶ ŽƌĚĞƌ ŽĨ ŵĂŐŶŝƚƵĚĞ͕ ŝƚ ŝƐ ƉŽƐƐŝďůĞ ƚŽ ĚĞĮŶĞ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ŝŶ Ă log

⇣
u

0
rms

/S
L

⌘
ǀƐ log (L/�

F

)

ƉůĂŶĞ͕ ĂƐ ƐŚŽǁŶ ŝŶ &ŝŐ͘ ϭ͘Ϯ͕ ƚŚĞ ƐŽͲĐĂůůĞĚ <ůŝŵŽǀͲtŝůůŝĂŵƐ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ĚŝĂŐƌĂŵ͘ �Ŷ ĞĂƌůǇ ĂƩĞŵƉƚ ǁĂƐ ĚƵĞ ƚŽ
�ĂƌƌğƌĞ Ϯ͕ ĂĐĐŽƌĚŝŶŐ ƚŽ ǁŚŝĐŚ ĨŽƵƌ ƌĞŐŝŵĞƐ ǁĞƌĞ ŝĚĞŶƟĮĞĚ͗ ǭǭƉƐĞƵĚŽͲůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞƐΖΖ͕ ǭǭǀŽůƵŵĞƚƌŝĐ ĐŽŵďƵͲ
ƐƟŽŶΖΖ͕ ǭǭƉŽĐŬĞƚ ŇĂŵĞƐΖΖ ĂŶĚ ǭǭǁƌŝŶŬůĞĚ ŇĂŵĞůĞƚƐΖΖ͘ ǭǭWƐĞƵĚŽͲůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞƐΖΖ ĂƌĞ ƚŚŽƐĞ ŝŶ ƚŚĞ ƉƌĞƐĞŶĐĞ ŽĨ ǀĞƌǇ

ϴ
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< 1 ĂŶĚ L/�
F

< 1Ϳ͖ ǭǭǀŽůƵŵĞƚƌŝĐ ĐŽŵďƵƐƟŽŶΖΖ ƚĂŬĞƐ ƉůĂĐĞ ǁŚĞŶ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ŝƐ ƐŽ
ĮŶĞ ƚŽ ƉƌŽŵŽƚĞ ŝŶƚĞŶƐĞ ŵŝǆŝŶŐ ŽĨ ƌĞĂĐƚĂŶƚƐ ĂŶĚ ĚŝƐƚƌŝďƵƚĞ ƚŚĞ ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞ ;u

0
rms
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L

> 1 ĂŶĚ L/�
F

< 1Ϳ͖
ǭǭƉŽĐŬĞƚ ŇĂŵĞƐΖΖ ǁŚĞŶ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶƐ ĂƌĞ ŝŶƚĞŶƐĞ ĂŶĚ ƚŚĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ŵĂĐƌŽƐĐĂůĞ L ƐƚƌĞƚĐŚĞƐ ƚŚĞ
ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ƵƉ ƚŽ ƚŚĞ ƉŽŝŶƚ ŽĨ ƉƌŽĚƵĐŝŶŐ ůŽĐĂů ĞǆƟŶĐƟŽŶ ;u

0
rms
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F

> 1Ϳ͖ ǭǭǁƌŝŶŬůĞĚ ŇĂŵĞůĞͲ
ƚƐΖΖ ǁŚĞŶ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ŝŶƚĞŶƐŝƚǇ ŝƐ ůŽǁ ĂŶĚ ƚŚĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ŵĂĐƌŽƐĐĂůĞ ǁƌŝŶŬůĞƐ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ;u

0
rms
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< 1 ĂŶĚ
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F

> 1Ϳ͕ ƚŚƵƐ ƌĞƐƵůƟŶŐ ŝŶ ůĂŵŝŶĂƌ ƉƌŽƉĂŐĂƟŽŶ ĂŶĚ ůŝŵŝƚĞĚ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ Ͳ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ͘ dŚŝƐ ĮƌƐƚ
ĐůĂƐƐŝĮĐĂƟŽŶ ĐĂŶ ďĞ ŝŵƉƌŽǀĞĚ ďǇ ŝŶƚƌŽĚƵĐŝŶŐ ƚŚĞ ƚǁŽ ŶƵŵďĞƌƐ ƉƌĞǀŝŽƵƐůǇ ĚĞĮŶĞĚ͕ Ka

⌘

t

ĂŶĚ Da

L
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͘ �Ǉ ĚƌĂͲ
ǁŝŶŐ ƚŚĞ ƐƚƌĂŝŐŚƚ ůŝŶĞ ďŽƵŶĚĂƌǇKa

⌘

t

= 1͕ ĂŶĚ ĂĐĐŽƌĚŝŶŐ ƚŽ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͕ ƚŚĞ ǭǭƉŽĐŬĞƚ ŇĂŵĞƐΖΖ ƌĞŐŝŵĞ
ƉƌŽƉŽƐĞĚ ďǇ �ĂƌƌğƌĞ ĐĂŶ ďĞ ƐƉůŝƚ ŝŶƚŽ ƚǁŽ ŶĞǁ ƌĞŐŝŵĞƐ͗ ƚŚĞ ǭǭĐŽƌƌƵŐĂƚĞĚ ŇĂŵĞůĞƚƐΖΖ ƌĞŐŝŵĞ ;Ka

⌘

t

< 1Ϳ͕ ĐŚĂͲ
ƌĂĐƚĞƌŝǌĞĚ ďǇ ǁƌŝŶŬůĞĚ ŇĂŵĞ ƐŚĞĞƚƐ ǁŝƚŚ ƉŽĐŬĞƚƐ ŽĨ ĞŝƚŚĞƌ ĨƌĞƐŚ Žƌ ďƵƌŶƚ ŵŝǆƚƵƌĞ ƐƵƌƌŽƵŶĚĞĚ ďǇ Ă ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͕
ĂŶĚ ƚŚĞ ǭǭĚŝƐƚƌŝďƵƚĞĚ ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞΖΖ ƌĞŐŝŵĞ ;Ka

⌘

t

> 1Ϳ͕ ǁŚĞƌĞ ĞǆƟŶĐƟŽŶ ŚĂƉƉĞŶƐ ĚƵĞ ƚŽ ƐƚƌĞƚĐŚŝŶŐ͘ dŚĞ
ǭǭĐŽƌƌƵŐĂƚĞĚ ŇĂŵĞůĞƚƐΖΖ ĐŽŝŶĐŝĚĞ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ƐŽ ĐĂůůĞĚ ǭǭĞǆƚĞŶĚĞĚ ŇĂŵĞůĞƚƐΖΖ͘ /ŶƚƌŽĚƵĐŝŶŐ ƚŚĞ �ĂŵŬƂŚůĞƌ ŶƵŵďĞƌ͕
ƚŚĞ ǭǭǁĞůů ƐƟƌƌĞĚ ƌĞĂĐƚŽƌΖΖ ƌĞŐŝŵĞ ĐĂŶ ďĞ ŝĚĞŶƟĮĞĚ ǁŝƚŚŝŶ ƚŚĞ ǭǭĚŝƐƚƌŝďƵƚĞĚ ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞΖΖ ǁŚĞŶ Da

L

t

< 1͘
dŚĞ ǭǭǁĞůů ƐƟƌƌĞĚ ƌĞĂĐƚŽƌΖΖ ŝƐ Ă ƚŚŝĐŬĞŶĞĚ ŇĂŵĞ ƌĞŐŝŵĞ ǁŚĞƌĞ ǀŽƌƟĐĞƐ ĂīĞĐƚ ďŽƚŚ ƉƌĞŚĞĂƚ ĂŶĚ ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞƐ͕
ĂŶĚ ƚŚĞ ƐƚƌƵĐƚƵƌĞ ŽĨ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ŝƐ ŶŽƚ ůĂŵŝŶĂƌ͘
/Ŷ ƚŚĞ ŝĚĞŶƟĮĐĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ǭǭĚŝƐƚƌŝďƵƚĞĚ ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞΖΖ͕ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ ŚĂƐ ďĞĞŶ ƵƐĞĚ͘ �ĐĐŽƌĚŝŶŐ ƚŽ

ƚŚŝƐ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͕ ŝŶ ǀŽƌƚĞǆ Ͳ ŇĂŵĞ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ƚŚĞ ĚŝƐƐŝƉĂƟǀĞ ƐĐĂůĞƐ ⌘ ĂƌĞ ƌĞƐƉŽŶƐŝďůĞ ĨŽƌ ƚŚĞ ŚŝŐŚĞƐƚ ƐƚƌĂŝŶ ƌĂƚĞ͕
ďƵƚ ƐŽŵĞ ĐƌŝƟĐŝƐŵ ŽĨ ƚŚŝƐ ƚĞŶĞƚ ŝƐ ŝŶ ŽƌĚĞƌ͘

ϭ͘ dŚĞ ĚŝƐƐŝƉĂƟǀĞ ƐĐĂůĞ ⌘ ŵĂǇ ŝŶ ĨĂĐƚ ďĞ ƚŽŽ ƐŵĂůů ƚŽ ĞīĞĐƟǀĞůǇ ƐƚƌĞƚĐŚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͘ dŚŝƐ ǁĂƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ
ďǇ WĞƚĞƌƐ ϲ͕ ǁŚŽ ƉƌŽƉŽƐĞĚ ƚŽ ƐŚŝŌ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ ĨƌŽŵ Ka

⌘

t

= 1 ƚŽ Ka

⌘

t

= 100 Ϯϭ ϮϮ͕
Ɖ͘ ϳϴͲϳϵ͘ dŚĞ ƌĞĂƐŽŶ ĨŽƌ ƚŚŝƐ ŝƐ ƚŚĂƚ ĂĐƚƵĂů ŇĂŵĞƐ ƌĞƐŝƐƚ ƐƚƌĂŝŶ ŵŽƌĞ ƚŚĂŶ ƉƌĞĚŝĐƚĞĚ ďǇ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ
ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͘ WĞƚĞƌƐ Ϯϭ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞĚ ŝŶ �ƋŶ͘ ;ϭ͘ϭϬͿ Ă ŇĂŵĞ ƌĞĂĐƟŽŶ ;ŬŝŶĞƟĐƐͲĚŽŵŝŶĂƚĞĚͿ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ �

r

⇠
0.1 �

F

ŝŶƐƚĞĂĚ ŽĨ �
F

͕ ƚŚƵƐ ŽďƚĂŝŶŝŶŐ ƚŚĞ ƐŚŝŌ ƚŽKa

⌘

t

= 100͘ dŚŝƐ ŝƐ ĞƋƵŝǀĂůĞŶƚ ƚŽ ƐĂǇ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ƐĐĂůĞ ƚŚĂƚ
ĐĂŶ ĞīĞĐƟǀĞůǇ ƐƚƌĞƚĐŚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ĂŶĚ ĐĂƵƐĞ ĞǆƟŶĐƟŽŶ ŝƐ ůĂƌŐĞƌ ƚŚĂŶ ⌘͘ �ĞƚǁĞĞŶKa

⌘

t

= 1 ĂŶĚ 100
ǀŽƌƟĐĞƐ ƚŚŝĐŬĞŶ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ƉƌĞŚĞĂƚ ǌŽŶĞ͕ ǁŝƚŚŽƵƚ ĂůƚĞƌŝŶŐ ƚŚĞ ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞ ƚŚĂƚ ƌĞŵĂŝŶƐ ƚŚŝŶ ĂŶĚ ĐůŽƐĞ
ƚŽ Ă ůĂŵŝŶĂƌ ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞ͘

Ϯ͘ ^ŝŶĐĞ ;<ŽůŵŽŐŽƌŽǀͿ u
⌘

⌘/⌫ ⇡ 1͕ ǀŝƐĐŽƵƐ ĚŝƐƐŝƉĂƟŽŶ Ăƚ ⌘ ƐĐĂůĞƐ ĐĂŶŶŽƚ ďĞ ŶĞŐůĞĐƚĞĚ͘ dŚƵƐ ƐƚƌƵĐƚƵƌĞƐ Ăƚ
ƚŚŝƐ ƐĐĂůĞ ǁŝůů ďĞ ĚŝƐƐŝƉĂƚĞĚ ďǇ ǀŝƐĐŽƐŝƚǇ ďĞĨŽƌĞ ƚŚĞǇ ŚĂǀĞ Ă ĐŚĂŶĐĞ ŽĨ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ƚŚĞ ŇĂŵĞ͘

ϯ͘ ^ĐĂůĞƐ l < �

F

ŝŶĚƵĐĞ ůŽĐĂů ŚŝŐŚ ĐƵƌǀĂƚƵƌĞ͕ ƚŚƵƐ ĚĞĐƌĞĂƐŝŶŐ ƚŚĞ ĞīĞĐƟǀĞ ƐƚƌĂŝŶ͘ /Ŷ ĨĂĐƚ͕ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ƐƚƌĞƚĐŚ
ĐĂŶ ďĞ ĚĞĐŽŵƉŽƐĞĚ ŝŶƚŽ ƚǁŽ ĐŽŶƚƌŝďƵƟŽŶƐ͕

⇣ = r
t

· u� S

d

r · n , ;ϭ͘ϭϯͿ

ƚŚĞ ĮƌƐƚ ŝƐ ƚŚĞ ƐƚƌĞƚĐŚ ƉĂƌĂůůĞů ƚŽ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͕ ĂŶĚ ƚŚĞ ƐĞĐŽŶĚ ŽŶĞ ŝƐ ƌĞůĂƚĞĚ ƚŽ ĐƵƌǀĂƚƵƌĞ͘ EŽƚĞ
ƚŚĂƚ S

d

ŝƐ ƚŚĞ ƐƉĞĞĚ Ăƚ ǁŚŝĐŚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ŵŽǀĞƐ ĂůŽŶŐ ŝƚƐ ŶŽƌŵĂů͕ n͕ ƚŽǁĂƌĚƐ ƚŚĞ ĨƌĞƐŚ ŵŝǆƚƵƌĞ͖ ŝŶ
2D͕ r · n ŝƐ ƚŚĞ ƌĂĚŝƵƐ ŽĨ ĐƵƌǀĂƚƵƌĞ ŽĨ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ;ƵƐƵĂůůǇ ĂƐƐƵŵĞĚ ƉŽƐŝƟǀĞ ĨƌŽŵ ĨƌĞƐŚ ƚŽǁĂƌĚƐ ďƵƌŶƚ
ŐĂƐĞƐͿ͘ dŚĞƌĞĨŽƌĞ͕ ĨŽƌ ŇĂŵĞƐ ŝŶƚĞƌĂĐƟŶŐ ǁŝƚŚ ƐŵĂůů ǀŽƌƟĐĞƐ͕ ĐƵƌǀĂƚƵƌĞ ĞīĞĐƚƐ ƌĞĚƵĐĞ ŇĂŵĞ ƐƚƌĞƚĐŚ͕
ƚŚƵƐ ĐŽƵŶƚĞƌĂĐƟŶŐ ƚŚĞ ĞīĞĐƚƐ ŽĨ ŚŝŐŚ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ŶƵŵďĞƌƐ ĂŶĚ ƉƌĞǀĞŶƟŶŐ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ͘ dŚĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ůŝŵŝƚ
Ka

l

= 1 ŝƐ ǀĂůŝĚ ŽŶůǇ ĨŽƌ ůĂƌŐĞ ǀŽƌƟĐĞƐ͕ ǁŚŝĐŚ ŚĂǀĞ ůŽŶŐ ůŝĨĞƟŵĞ ĂŶĚ ŝŶĚƵĐĞ ůŝƩůĞ ŇĂŵĞ ĐƵƌǀĂƚƵƌĞ͘ /ƚ
ŝƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ ƚŚĂƚ Ă ĐŽŶƐƵŵƉƟŽŶ ƐƉĞĞĚ͕ S

c

͕ ŽĨ ĨƌĞƐŚ ŐĂƐĞƐ ƚŚƌŽƵŐŚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ĐĂŶ ĂůƐŽ ďĞ ĚĞĮŶĞĚ͕
ƐƵĐŚ ƚŚĂƚ

⇢

u

Y

R

S

c

=

Z +1

�1
!̇dn , ;ϭ͘ϭϰͿ

ǁŚĞƌĞ ⇢
u

ĂŶĚ Y
R

ĂƌĞ ĚĞŶƐŝƚǇ ĂŶĚ ŵĂƐƐ ĨƌĂĐƟŽŶƐ ŽĨ ƵŶďƵƌŶƚ ƌĞĂĐƚĂŶƚƐ͕ ĂŶĚ !̇ ŝƐ ƚŚĞ ĐŽŶƐƵŵƉƟŽŶ ƌĂƚĞ ŽĨ
ŵĂƐƐ ƌĞĂĐƚĂŶƚƐ ƉĞƌ ƵŶŝƚ ǀŽůƵŵĞ ĂŶĚ ƵŶŝƚ ƟŵĞ͘ &Žƌ Ă ƉůĂŶĂƌ ĂŶĚ ƐƚĞĂĚǇ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ͕ S

d

= S

c

= S

L

͖
ĨŽƌ Ă ƚǇƉŝĐĂů ŶĂƚƵƌĂů ŐĂƐ �ƵŶƐĞŶ ŇĂŵĞ S

d

/S
L

⇠ 10 ĂŶĚ S

c

/S
L

⇠ 1͘ /ŶĐƌĞĂƐŝŶŐ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ŇĂŵĞ ƐƚƌĞƚĐŚ
ƌĞĚƵĐĞƐ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚ͘ dŽƚĂů ŇĂŵĞ ƐƚƌĞƚĐŚ ŝƐ Ă ŵĞĂŶŝŶŐĨƵů ƋƵĂŶƟƚǇ͕ ŚŽǁĞǀĞƌ ŝƚƐ ĞƐƟŵĂƟŽŶ ƌĞƋƵŝƌĞƐ ǀĂͲ
ůƵĞƐ ŽĨ ƐƚƌĂŝŶ͕ ĚŝƐƉůĂĐĞŵĞŶƚ ƐƉĞĞĚ͕ ĂŶĚ ĐƵƌǀĂƚƵƌĞ͘ ,Žǁ ƚŽ ĞǀĂůƵĂƚĞ ƚŚĞƐĞ ƋƵĂŶƟƟĞƐ ĨƌŽŵ ĂŶ ĂǀĞƌĂŐĞĚ
ĚĞƐĐƌŝƉƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ŇŽǁ ƌĞŵĂŝŶƐ ĂŶ ŽƉĞŶ ƋƵĞƐƟŽŶ͘
&ƵƌƚŚĞƌŵŽƌĞ͕ ůŽĐĂů ŚŝŐŚ ĐƵƌǀĂƚƵƌĞ ƉƌŽŵŽƚĞ ƚŚĞƌŵŽͲĚŝīƵƐŝǀĞ ĞīĞĐƚƐ ƚŚĂƚ ŽƉƉŽƐĞ ƚŚĞ ŝŶŇƵĞŶĐĞ ŽĨ ƐƚƌĂŝŶ
ǁŚĞŶ ƚŚĞ >ĞǁŝƐ ŶƵŵďĞƌ ŽĨ ƌĞĂĐƚĂŶƚƐ ŝƐ ŐƌĞĂƚĞƌ ƚŚĂŶ ŽŶĞ͘

ϵ



�ĐĐŽƌĚŽ Ěŝ WZK'Z�DD�D^�Ͳ�E��

ϰ͘ dŚĞ ĞĚĚǇ Ͳ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ŝƐ ƵŶƐƚĞĂĚǇ͕ ŝ͘Ğ͕͘ ŝƚ ĚĞƉĞŶĚƐ ŽŶ ƚŚĞ ƟŵĞͲĞǀŽůƵƟŽŶ ŽĨ ƐƚƌĞƚĐŚ ĂŶĚ ŽŶ
ĞĚĚǇ ůŝĨĞƟŵĞ͘ /ƚ ŝƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ ƚŚĂƚ ĚƵƌŝŶŐ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ Ͳ ǀŽƌƟĐĞƐ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚ ŵĂǇ ĚĞĐƌĞĂƐĞ
ŵŽƌĞ ƐůŽǁůǇ ƚŚĂŶ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ƐƚƌĞƚĐŚ ŵĂǇ ŝŶĐƌĞĂƐĞ ϵ͖ ƚŚŝƐ ƚƌĂŶƐŝĞŶƚ ĚǇŶĂŵŝĐƐ ĨĞĂƚƵƌĞƐ ŵĂǇ ĞǆƉůĂŝŶ ǁŚǇ
ƚŚĞ ŇĂŵĞ ƐƟůů ĞǆŝƐƚƐ ǁŚĞŶ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ŶƵŵďĞƌ ŝƐ ŚŝŐŚ͘

ϱ͘ >ĂƐƚůǇ͕ ƚŚĞ ĞĚĚǇ Ͳ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ŝƐ ŵƵůƟͲƐĐĂůĞ͕ ŝ͘Ğ͕͘ ƚŚĞ ĞīĞĐƚƐ ŽŶ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ŽĨ Ă ƐƉĞĐƚƌƵŵ
ŽĨ ůĞŶŐƚŚ ƐĐĂůĞƐ l͕ ďĞƚǁĞĞŶ ⌘ ĂŶĚ L͕ ĂŶĚ ŽĨ Ă ƐƉĞĐƚƌƵŵ ŽĨ ǀĞůŽĐŝƚǇ ƐĐĂůĞƐ u

0
l

͕ ǁŝƚŚ u
⌘

 u

0
l

 u

0
rms

͕ ŵƵƐƚ
ďĞ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞĚ͘ dŚĞƌĞ ĂƌĞŵĂŶǇ ƐƚƵĚŝĞƐ ĂďŽƵƚ ƚŚĞ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ŽĨ Ă ƐŝŶŐůĞ ǀŽƌƚĞǆ ƉĂŝƌ ĂŶĚ Ă ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ϵ͖
ƚŽ ĂĐĐĞƐƐ ƚŚĞ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ďĞƚǁĞĞŶ ŵĂŶǇ ƐŵĂůů ǀŽƌƟĐĞƐ ĂŶĚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ĨƌŽŵ ƚŚĞƐĞ ƌĞƐƵůƚƐ ŝƐ ĚŝĸĐƵůƚ
ƚŽ ĂĐŚŝĞǀĞ͘ dŚŝƐ ŝƐƐƵĞ ŝƐ ĚŝƐĐƵƐƐĞĚ ďĞůŽǁ͘

&ƌŽŵ ƚŚĞ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƉŽŝŶƚ ŽĨ ǀŝĞǁ͕ ĞĂĐŚ ĐŚĞŵŝĐĂů ƐƉĞĐŝĞƐ ŚĂƐ ŝƚƐ ŽǁŶ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐ ƟŵĞ͕ ⌧
ch

i

= ⇢

i

/!̇
i

͕ ǁŚĞƌĞ
ďŽƚŚ ĚĞŶƐŝƚǇ ĂŶĚ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ͬ ĚĞƐƚƌƵĐƟŽŶ ƌĂƚĞ ĚĞƉĞŶĚ ŽŶ ƚĞŵƉĞƌĂƚƵƌĞ͕ ƉƌĞƐƐƵƌĞ ĂŶĚ ĐŽŶĐĞŶƚƌĂƟŽŶƐ͘ � ŵŽƌĞ
ƐƉĞĐŝĮĐ ĚĞĮŶŝƟŽŶ ŽĨ ĐŚĞŵŝĐĂů ƟŵĞ͕ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ŽŶůǇ ƚŽ ƚŚĞ ƉƌĞƐĞŶĐĞ ŽĨ Ă ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͕ ŝƐ ⌧

ch

= �

F

/S
L

͕ ĂƐ ĂůƌĞĂĚǇ
ƐĞĞŶ͘ dŚŝƐ ĚĞĮŶŝƟŽŶ͕ ĂĚŽƉƚĞĚ ŝŶ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ĚŝĂŐƌĂŵƐ͕ ĚŽĞƐ ŶŽƚ ĞǆĐůƵĚĞ Ă ƐƉĞĐƚƌƵŵ ŽĨ ĐŚĞŵŝĐĂů ƟŵĞƐ͕ ƐŝŶĐĞ
ďŽƚŚ �

F

ĂŶĚ S

L
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ƟŽŶ ŽŶůǇ ƚĂŬĞƐ ƉůĂĐĞ ďĞƚǁĞĞŶ ƉŽŝŶƚƐ � ;Žƌ �ΖͿ ĂŶĚ � ;⌘  l

SGS

 �Ϳ͘ dŚŝƐ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ŝƐ ĐŽŶĚŝƟŽŶĂů͕ ŝ͘Ğ͕͘ ŝƚ
ƚĂŬĞƐ ƉůĂĐĞ ŽŶůǇ ŝĨ ƚŚĞ ůŽĐĂů ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌ Re� ĐĂŶ ƉƌŽĚƵĐĞ ƐĐĂůĞƐ ŝŶ ƚŚĞ ƌĂŶŐĞ [⌘, �]͘

'ĂƐĞŽƵƐ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŝƐ ŐŽǀĞƌŶĞĚ ďǇ Ă ƐĞƚ ŽĨ ƚƌĂŶƐƉŽƌƚ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ĞǆƉƌĞƐƐŝŶŐ ƚŚĞ ĐŽŶƐĞƌǀĂƟŽŶ ŽĨ ŵĂƐƐ͕ ŵŽͲ
ŵĞŶƚƵŵ ĂŶĚ ĞŶĞƌŐǇ͕ ĂŶĚ ďǇ Ă ƚŚĞƌŵŽĚǇŶĂŵŝĐ ĞƋƵĂƟŽŶ ŽĨ ƐƚĂƚĞ ĚĞƐĐƌŝďŝŶŐ ƚŚĞ ŐĂƐ ďĞŚĂǀŝŽƵƌ͘ dŚĞ ĚĞƌŝǀĂƟŽŶ
ŽĨ ƚŚĞƐĞ ĐŽŶƐĞƌǀĂƟŽŶ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ĨƌŽŵ ŵĂƐƐ͕ ƐƉĞĐŝĞƐ ĂŶĚ ĞŶĞƌŐǇ ďĂůĂŶĐĞƐ ŵĂǇ ďĞ ĨŽƵŶĚ ŝŶ ƐƚĂŶĚĂƌĚ ďŽŽŬƐ
ϭ͕ Ϯϯ͕ Ϯϰ͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ǁŽƌŬ͕ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ƌĞůǇŝŶŐ ŽŶ ĐŽŶƟŶƵƵŵŵĞĐŚĂŶŝĐƐ ĂŶĚ ƉŽƐƚƵůĂƟŶŐ ĐŽŶƐƟƚƵƟǀĞ ƌĞůĂƟŽŶƐŚŝƉƐ
ĂƌĞ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞĚ͘
&Žƌ Ă ŵŝǆƚƵƌĞ ŽĨ N

s

ŝĚĞĂů ŐĂƐĞƐ ŝŶ ůŽĐĂů ƚŚĞƌŵŽĚǇŶĂŵŝĐ ĞƋƵŝůŝďƌŝƵŵ ĂŶĚ ĐŚĞŵŝĐĂů ŶŽŶĞƋƵŝůŝďƌŝƵŵ͕ ƚŚĞ ĐŽƌͲ
ƌĞƐƉŽŶĚŝŶŐ ĮĞůĚ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ;ĞǆƚĞŶĚĞĚ EĂǀŝĞƌͲ^ƚŽŬĞƐ ĞƋƵĂƟŽŶƐͿ ĂƌĞ͗

ͻ dƌĂŶƐƉŽƌƚ �ƋƵĂƟŽŶ ŽĨ DĂƐƐ

@⇢

@t

+r · (⇢u) = 0 ;ϭ͘ϭϲͿ

ͻ dƌĂŶƐƉŽƌƚ �ƋƵĂƟŽŶ ŽĨ DŽŵĞŶƚƵŵ

@⇢u

@t

+r · (⇢uu) = r · S + ⇢

N

sX

i=1

Y

i

fi ;ϭ͘ϭϳͿ

ͻ dƌĂŶƐƉŽƌƚ �ƋƵĂƟŽŶ ŽĨ dŽƚĂů �ŶĞƌŐǇ ;ŝŶƚĞƌŶĂů н ŵĞĐŚĂŶŝĐĂů͕ E +KͿ

@⇢U
@t

+r · [⇢uU ] = r · (Su)�r · q + ⇢

N

sX

i=1

Y

i

fi · (u+ Vi) ;ϭ͘ϭϴͿ

ϭϮ



ͻ dƌĂŶƐƉŽƌƚ �ƋƵĂƟŽŶ ŽĨ ^ƉĞĐŝĞƐ DĂƐƐ &ƌĂĐƟŽŶ

@⇢Y

i

@t

+r · (⇢uY
i

) = �r· Ji + !̇

i

;ϭ͘ϭϵͿ

ͻ dŚĞƌŵŽĚǇŶĂŵŝĐ �ƋƵĂƟŽŶ ŽĨ ^ƚĂƚĞ

p = ⇢

N

sX

i=1

Y

i

W

i

R
u

T ;ϭ͘ϮϬͿ

dŚĞƐĞ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ŵƵƐƚ ďĞ ĐŽƵƉůĞĚ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ĐŽŶƐƟƚƵƟǀĞ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ǁŚŝĐŚ ĚĞƐĐƌŝďĞ ƚŚĞ ŵŽůĞĐƵůĂƌ ƚƌĂŶƐƉŽƌƚ
ƉƌŽƉĞƌƟĞƐ ŽĨ ƚŚĞ ŇŽǁ͘
/Ŷ ƚŚĞ ĂďŽǀĞ ĞƋƵĂƟŽŶƐ͕ t ŝƐ ƚŚĞ ƟŵĞ ǀĂƌŝĂďůĞ͕ ⇢ ƚŚĞ ĚĞŶƐŝƚǇ͕ u ƚŚĞ ǀĞůŽĐŝƚǇ͕ S ƚŚĞ ƐƚƌĞƐƐ ƚĞŶƐŽƌ͕ U ƚŚĞ ƚŽƚĂů

ĞŶĞƌŐǇ ƉĞƌ ƵŶŝƚ ŽĨ ŵĂƐƐ͕ E ĂŶĚ K ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ ƚŚĞ ŝŶƚĞƌŶĂů ĂŶĚ ŵĞĐŚĂŶŝĐĂů ;ŝ͘Ğ͕͘ ŬŝŶĞƟĐͿ ĞŶĞƌŐŝĞƐ ƉĞƌ ƵŶŝƚ ŽĨ
ŵĂƐƐ͕ q ŝƐ ƚŚĞ ŚĞĂƚ ŇƵǆ͕ p ƚŚĞ ƉƌĞƐƐƵƌĞ͕ T ƚŚĞ ƚĞŵƉĞƌĂƚƵƌĞ͘ &Žƌ ǁŚĂƚ ĐŽŶĐĞƌŶƐ ĐŚĞŵŝĐĂů ƐƉĞĐŝĞƐ͕ fi ŝƐ ƚŚĞ
ďŽĚǇ ĨŽƌĐĞ ƉĞƌ ƵŶŝƚ ŽĨ ŵĂƐƐ ĂĐƟŶŐ ŽŶ ƚŚĞ ƐƉĞĐŝĞƐ i͕ ǁŝƚŚ ŵŽůĞĐƵůĂƌ ǁĞŝŐŚƚW

i

ĂŶĚ ŵĂƐƐ ĨƌĂĐƟŽŶ Y

i

͕ !̇
i

ŝƐ ƚŚĞ
ƉƌŽĚƵĐƟŽŶͬĚĞƐƚƌƵĐƟŽŶ ƌĂƚĞ ŽĨ ƐƉĞĐŝĞƐ i͕ ĚŝīƵƐŝŶŐ Ăƚ ǀĞůŽĐŝƚǇVi ĂŶĚ ƌĞƐƵůƟŶŐ ŝŶ Ă ĚŝīƵƐŝǀĞŵĂƐƐ ŇƵǆJi͘ &ŝŶĂůůǇ͕
R

u

ŝƐ ƚŚĞ ƵŶŝǀĞƌƐĂů ŐĂƐ ĐŽŶƐƚĂŶƚ͘
^ƵŵŵĂƟŽŶ ŽĨ Ăůů ƐƉĞĐŝĞƐ ƚƌĂŶƐƉŽƌƚ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ;ϭ͘ϭϵͿ ǇŝĞůĚƐ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ŵĂƐƐ ĐŽŶƐĞƌǀĂƟŽŶ ĞƋƵĂƟŽŶ ;ϭ͘ϭϲͿ͘ dŚĞͲ

ƌĞĨŽƌĞ͕ ƚŚĞ N

s

ƐƉĞĐŝĞƐ ƚƌĂŶƐƉŽƌƚ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ;ϭ͘ϭϵͿ ĂŶĚ ƚŚĞ ŵĂƐƐ ĐŽŶƐĞƌǀĂƟŽŶ ĞƋƵĂƟŽŶ ;ϭ͘ϭϲͿ ĂƌĞ ůŝŶĞĂƌůǇ ĚĞͲ
ƉĞŶĚĞŶƚ ĂŶĚ ŽŶĞ ŽĨ ƚŚĞŵ ŝƐ ƌĞĚƵŶĚĂŶƚ͘ &ƵƌƚŚĞƌŵŽƌĞ͕ ƚŽ ďĞ ĐŽŶƐŝƐƚĞŶƚ ǁŝƚŚ ŵĂƐƐ ĐŽŶƐĞƌǀĂƟŽŶ͕ ƚŚĞ ĚŝīƵƐŝŽŶ
ŇƵǆĞƐ ;Ji = ⇢Y

i

ViͿ ĂŶĚ ĐŚĞŵŝĐĂů ƐŽƵƌĐĞ ƚĞƌŵƐ ŵƵƐƚ ƐĂƟƐĨǇ

N

sX

i=1

Ji = 0 and

N

sX

i=1

!̇

i

= 0 . ;ϭ͘ϮϭͿ

/Ŷ ƉĂƌƟĐƵůĂƌ͕ ƚŚĞ ĐŽŶƐƚƌĂŝŶƚ ŽŶ ƚŚĞ ƐƵŵŵĂƟŽŶ ŽĨ ĐŚĞŵŝĐĂů ƐŽƵƌĐĞ ƚĞƌŵƐ ĚĞƌŝǀĞƐ ĨƌŽŵ ŵĂƐƐ ĐŽŶƐĞƌǀĂƟŽŶ ĨŽƌ
ĞĂĐŚ ŽĨ ƚŚĞN

r

ĐŚĞŵŝĐĂů ƌĞĂĐƟŽŶƐ ŽĨ Ă ĐŚĞŵŝĐĂů ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ͘ tŝƚŚ ƚŚĞ ƚĞŶƐŽƌ ŶŽƚĂƟŽŶ ƚŚŝƐ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ĐĂŶ ďĞ
ǁƌŝƩĞŶ ĂƐ

N

sX

i=1

⌫

0
ij

A

i

=
N

sX

i=1

⌫

00
ij

A

i

with j = 1, ..., N
r

, ;ϭ͘ϮϮͿ

ǁŚĞƌĞ ⌫
0
ij

ĂŶĚ ⌫
00
ij

ĂƌĞ ƚŚĞ ƐƚŽŝĐŚŝŽŵĞƚƌŝĐ ĐŽĞĸĐŝĞŶƚƐ ŽĨ ƐƉĞĐŝĞƐA
i

ŽŶ ƚŚĞ ůĞŌ ;
0
Ϳ ĂŶĚ ƌŝŐŚƚ ƐŝĚĞ ;

00
Ϳ ŽĨ ƚŚĞ j� th

ƌĞĂĐƟŽŶ͘ ^ŝŶĐĞ ŵĂƐƐ ŝƐ ŐŝǀĞŶ ďǇ ƚŚĞ ƉƌŽĚƵĐƚ ŽĨ ŶƵŵďĞƌ ŽĨ ŵŽůĞƐ ƟŵĞƐ ŵŽůĞĐƵůĂƌ ǁĞŝŐŚƚ͕ ŵĂƐƐ ĐŽŶƐĞƌǀĂƟŽŶ
ĨŽƌ ĞĂĐŚ ƌĞĂĐƟŽŶ͕m

0
j

= m

00
j

͕ ŝƐ ǁƌŝƩĞŶ ĂƐ

N

sX

i=1

⇣
⌫

00
ij

� ⌫

0
ij

⌘
W

i

= 0 with j = 1, ..., N
r

. ;ϭ͘ϮϯͿ

dŚĞ ŶĞƚ ƐŽƵƌĐĞ ͬ ƐŝŶŬ ƚĞƌŵ ŽĨ ƚŚĞ i� th ĐŚĞŵŝĐĂů ƐƉĞĐŝĞƐ ŝƐ

!̇

i

=
N

rX

j=1

!̇

ij

= W

i

N

rX

j=1

⇣
⌫

00
ij

� ⌫

0
ij

⌘
!̇

Rj

with i = 1, ..., N
s

, ;ϭ͘ϮϰͿ

!̇

Rj

ďĞŝŶŐ ƚŚĞ ƌĞĂĐƟŽŶ ƌĂƚĞ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ƚŽ ƚŚĞ j�th ƌĞĂĐƟŽŶ͘ ^ƵŵŵŝŶŐ �ƋŶ͘ ;ϭ͘ϮϰͿ ŽǀĞƌ ƚŚĞ ŶƵŵďĞƌ ŽĨ ĐŚĞŵŝĐĂů
ƐƉĞĐŝĞƐN

s

͕
N

sX

i=1

!̇

i

=
N

rX

j=1

!̇

Rj

N

sX

i=1

W

i

⇣
⌫

00
ij

� ⌫

0
ij

⌘
= 0 , ;ϭ͘ϮϱͿ

ĂŌĞƌ ƵƐŝŶŐ �ƋŶ͘ ;ϭ͘ϮϯͿ͘

ϭϯ



�ĐĐŽƌĚŽ Ěŝ WZK'Z�DD�D^�Ͳ�E��

dŚĞ &ĂǀƌĞ ĮůƚĞƌĞĚ ĐŚĞŵŝĐĂů ƐŽƵƌĐĞ ƚĞƌŵ ŝŶ ƚŚĞ ĞŶĞƌŐǇ ĂŶĚ ƐŝŶŐůĞ ƐƉĞĐŝĞƐ ƚƌĂŶƐƉŽƌƚ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ŝƐ ŚĞƌĞ ŵŽĚĞůůĞĚ
ĂƐ

e!
i

⇡ �

⇤
!

⇤
i

, ;ϭ͘ϮϲͿ

�

⇤ ĂŶĚ !⇤
i

ďĞŝŶŐ ƚŚĞ ůŽĐĂů ƌĞĂĐƟŶŐ ǀŽůƵŵĞ ĨƌĂĐƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ĐŽŵƉƵƚĂƟŽŶĂů ĐĞůů ĂŶĚ ƚŚĞ ƌĞĂĐƟŽŶ ƌĂƚĞ ŽĨ ƚŚĞ i� th

ĐŚĞŵŝĐĂů ƐƉĞĐŝĞƐ͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ͘
dŚĞ ůŽĐĂů ƌĞĂĐƟŶŐ ǀŽůƵŵĞ ĨƌĂĐƟŽŶ ŝƐ ĚĞĮŶĞĚ ĂƐ �⇤ = VF

⇤/V�͕ VF
⇤ ĂŶĚ V� ďĞŝŶŐ ƚŚĞ ƌĞĂĐƟŶŐ ĂŶĚ ƚŚĞ

ƚŽƚĂů ǀŽůƵŵĞƐ ŽĨ ƚŚĞ ĐŽŵƉƵƚĂƟŽŶĂů ĐĞůů͘ /Ŷ ƉĂƌƟĐƵůĂƌ͕ ƚŚĞ ƐƵŐŐĞƐƚĞĚ >ŽĐĂůŝǌĞĚ dƵƌďƵůĞŶƚ ^ĐĂůĞƐ DŽĚĞů ;>d^DͿ
ĞƐƟŵĂƚĞƐ ƚŚĞ ůŽĐĂů ƌĞĂĐƟŶŐ ǀŽůƵŵĞ ĨƌĂĐƟŽŶ �

⇤ ĂƐƐƵŵŝŶŐ ƚŚĂƚ Ă ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ŚĂǀŝŶŐ Ă ƐƵƌĨĂĐĞ ĂƌĞĂ AF ĂŶĚ
ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ �

F

ŝƐ ĐŽŶƚĂŝŶĞĚ ŝŶ Ă ĐŽŵƉƵƚĂƟŽŶĂů ĐĞůů ǀŽůƵŵĞ ŽĨ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐ ƐŝǌĞ� = V1/3
� ͕ ŝ͘Ğ͕͘

�

⇤ =
VF

⇤

V�
⇡ AF�F

V�
⇡ ST

SL
AL

�F
V�

⇡ ST
SL

�2 �F
�3

=
ST
SL

�F
�

. ;ϭ͘ϮϳͿ

dŚŝƐ ĞǆƉƌĞƐƐŝŽŶ ŚĂƐ ďĞĞŶ ŽďƚĂŝŶĞĚ ǁŝƚŚ ƚǁŽ ŵĂŝŶ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ͘ dŚĞ ĮƌƐƚ ŝƐ ƚŚĂƚ ǁŝƚŚŝŶ Ă ǁƌŝŶŬůĞĚ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ
ƚŚĞ ŝƐŽͲƐƵƌĨĂĐĞƐ ŽĨ ƚŚĞ ƉƌŽŐƌĞƐƐ ǀĂƌŝĂďůĞ ĂƌĞ ƉĂƌĂůůĞů Ϯϱ͘ dŚĞ ƐĞĐŽŶĚ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ ŝƐ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ƌĂƟŽ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ
ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĂŶĚ ƚŚĞ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ƐƵƌĨĂĐĞ ĂƌĞĂƐ ƐĐĂůĞƐ ĂƐ ƚŚĞ ƌĂƟŽ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚƐ ϭ ͕ ŝ͘Ğ͕͘

AF
AL

⌘ AT
AL

⇡ ST
SL

. ;ϭ͘ϮϴͿ

tŝƚŚ ƚŚŝƐ ŵŽĚĞůŝŶŐ͕ ƐƵďŐƌŝĚ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ǁƌŝŶŬůŝŶŐ ĂŶĚ ĐƵƌǀĂƚƵƌĞ ĞīĞĐƚƐ ĂƌĞ ƐǇŶƚŚĞƐŝǌĞĚ ŝŶ ƚŚŝƐ ƌĂƟŽ͘ /ƚ ŝƐ
ƌĞŵŝŶĚĞĚ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚ ĐĂŶ ďĞ ĞƐƟŵĂƚĞĚ ĂƐ

SL ⇡
✓

↵

⌧

ch

◆1/2

, ;ϭ͘ϮϵͿ

ƚŚĞ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ ĂƐ
�L ⇡ (↵ ⌧

ch

)1/2 , ;ϭ͘ϯϬͿ

ĂŶĚ ƚŚĂƚ ƚŚĞƐĞ ƚǁŽ ĞǆƉƌĞƐƐŝŽŶƐ ŝŵƉůǇ
�L SL
↵

= 1 . ;ϭ͘ϯϭͿ

dŚĞ ƋƵĂŶƟƚǇ ↵ = k/(⇢C
p

) ŝƐ ƚŚĞ ƚŚĞƌŵĂů ĚŝīƵƐŝǀŝƚǇ͕ ǁŝƚŚ k ďĞŝŶŐ ƚŚĞ ƚŚĞƌŵĂů ĐŽŶĚƵĐƟǀŝƚǇ͕ ⇢ ƚŚĞ ĚĞŶƐŝƚǇ ĂŶĚ
C

p

ƚŚĞ ƐƉĞĐŝĮĐ ŚĞĂƚ Ăƚ ĐŽŶƐƚĂŶƚ ƉƌĞƐƐƵƌĞ͘
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dŚĞƐĞ ĐŽŶƐŝĚĞƌĂƟŽŶƐ͕ ĐŽŶĮƌŵĞĚ ďǇ ŶƵŵĞƌŝĐĂů ƐŝŵƵůĂƟŽŶƐ ĂŶĚ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚƐ͕ ůĞĂĚ ƚŽ ĐŽŶĐůƵĚĞ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ⌘

ƐĐĂůĞƐ ĐĂŶŶŽƚ ƋƵĞŶĐŚ Ă ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͘ /Ŷ ĨĂĐƚ͕ ǁŚĞŶ u

0
l

/S
L

< 1 ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ŝƐ ǁĞĂŬ͕ ĞǀĞŶ ƚŚŽƵŐŚ ƚŚĞ ⌘ ƐĐĂůĞƐ
ŚĂǀĞ Da

II

l

> 1͖ ǁŚĞŶ l/�
L

< 1͕ Da

II

l

< 1 ĂŶĚ ⌘ ƐĐĂůĞ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶƐ ;u0
l

/S
L

> 1Ϳ ĂƌĞ ĚŝƐƐŝƉĂƚĞĚ ďǇ ǀŝƐĐŽƵƐ
ĞīĞĐƚƐ ;ƐĞĞ &ŝŐ͘ ϭ͘ϯͿ͘
,ĞƌĞ͕ ƉƌĞǀŝŽƵƐ ĂŶĂůǇƐŝƐ ŝƐ ĞǆƚĞŶĚĞĚ ďǇ ƌĞŵŽǀŝŶŐ ŝŶ �ƋŶ͘ ;Ϯ͘ϭͿ ƚŚĞ Pr = 1 ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ͘ dŚŝƐ ŝƐ ŝŶ ĂŐƌĞĞŵĞŶƚ

ǁŝƚŚ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶƐ ŽĨ ůŽĐĂů WƌĂŶĚƚů ŶƵŵďĞƌ ŽďƚĂŝŶĞĚ ĨƌŽŵ ŶƵŵĞƌŝĐĂů ƐŝŵƵůĂƟŽŶƐ ŽĨ ĚŝīĞƌĞŶƚ ŇĂŵĞƐ͕ ĂƐ ƐŚŽǁŶ
ŝŶ dĂďůĞ Ϯ͘ϭ͘ ,ĞŶĐĞ͕ ƚŚĞ ƐŵĂůůĞƐƚ ƐƵƌǀŝǀŝŶŐ ƐĐĂůĞ l⇤ ŝƐ ĞƐƟŵĂƚĞĚ ĂƐ

l

⇤ = Pr

1/2
�L = l�

�
Da

I

�Re�
��1/2

= l�Da

II

�1/2

� , ;Ϯ͘ϮͿ

ϭϲ



ZĞĨĞƌĞŶĐĞ ZĞĂĐƚĂŶƚƐ �ŽŵďƵƐƟŽŶ dǇƉĞ Wƌ ZĂŶŐĞ
Ϯϳ �ϯ,ϴ/�ŝƌ WƌĞŵŝǆĞĚ 0.70� 0.74
Ϯϴ �,ϰ/,Ϯ/�ŝƌ EŽŶͲWƌĞŵŝǆĞĚ 0.48� 0.74
Ϯϵ �K/,Ϯ/EϮ/�ŝƌ EŽŶͲWƌĞŵŝǆĞĚ 0.45� 0.71
ϯϬ �K/,Ϯ/EϮ/�ŝƌ WƌĞŵŝǆĞĚ 0.58� 0.71

dĂďĞůůĂ Ϯ͘ϭ͗ ZĂŶŐĞƐ ŽĨ WƌĂŶĚƚů ŶƵŵďĞƌ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶƐ ŽďƚĂŝŶĞĚ ĨƌŽŵ ŶƵŵĞƌŝĐĂů ƐŝŵƵůĂƟŽŶƐ ŽĨ ĚŝīĞƌĞŶƚ ŇĂŵĞƐ͘

ǁŚĞƌĞ Re� = u

0
�l�/⌫ ŝƐ ƚŚĞ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌ ĚĞĮŶĞĚ ŝŶ ƚĞƌŵƐ ŽĨ ƚŚĞ ůŽĐĂů ůĞŶŐƚŚϭ ĂŶĚ ǀĞůŽĐŝƚǇ

ŵĂĐƌŽƐĐĂůĞƐ l� ĂŶĚ u

0
�͕ Da

I

� = l�u
0
�/⌧ch ŝƐ ƚŚĞ ƚƵƌďƵůĞŶƚ l��ƐĐĂůĞ �ĂŵŬƂŚůĞƌ ŶƵŵďĞƌ ŽĨ ĮƌƐƚ ƐƉĞĐŝĞƐ͘

dƵƌďƵůĞŶƚ ƐĐĂůĞƐ ůĂƌŐĞƌ ƚŚĂŶ l

⇤ ǁŝůů ŶŽƚ ďĞ ĚĞƐƚƌŽǇĞĚ Žƌ ĚĂŵƉĞĚ ďǇ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͘ /ƚ ŝƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ ƚŚĂƚ ĨŽƌ
Pr = 1͕ ŝƚ ŝƐ ĂůǁĂǇƐ l⇤ ⌘ �L͘
dŚĞ ƐŵĂůůĞƐƚ ƐƵƌǀŝǀŝŶŐ ƐĐĂůĞ l⇤ 2 [⌘, l�]͕ ĂŶĚ ƚŚŝƐ ŝƐ ĨƵůĮůůĞĚ ĨŽƌ ǁŚĂƚĞǀĞƌ WƌĂŶĚƚů ŶƵŵďĞƌ ŝĨ

l� � l

⇤ � ⌘ , Re

�1
�  Da

I

�  Re

1/2
� , ;Ϯ͘ϯͿ

ŽďƐĞƌǀŝŶŐ ƚŚĂƚ l⇤ = l� ĨŽƌDa

I

� = Re

�1
� ĂŶĚ l

⇤ = ⌘ ĨŽƌDa

I

� = Re

1/2
� ͘

�Ŷ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚ ŽďƐĞƌǀĂƟŽŶ ŝƐ ƚŚĂƚ
l

⇤  �L , Pr  1 , ;Ϯ͘ϰͿ

ĂŶĚ ƚŚŝƐ ŵĞĂŶƐ ƚŚĂƚ ŝŶ ŐĂƐĞŽƵƐ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ;Pr  1Ϳ ĞĚĚǇͲƐĐĂůĞƐ ƐŵĂůůĞƌ ƚŚĂŶ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ ŵĂǇ ƐƵƌǀŝǀĞ
ĂŶĚ ĂīĞĐƚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ŝƚƐĞůĨ͕ Ğ͘Ő͕͘ ĞŶƚĞƌŝŶŐ ŝŶƚŽ ŝƚ ;ĂůƚŚŽƵŐŚ ƚŚŝƐ ŚĂƐ ŶŽƚ ďĞĞŶ ƉƌŽǀĞĚ ǇĞƚͿ ĂŶĚ ƚŚŝĐŬĞŶŝŶŐ ŝƚ͘
�ŶŽƚŚĞƌ ŽďƐĞƌǀĂƟŽŶ ŝƐ ƚŚĂƚ ƚŚĞ dĂǇůŽƌŵŝĐƌŽƐĐĂůĞ͕ �

g

= l�Re

�1/2
� ͕ ĐŽƵůĚ ďĞ ƵƐĞĚ ƚŽ ĞƐƟŵĂƚĞ ƚŚĞ ůŽĐĂů ƐƚƌĂŝŶ

ŽĨ ƚŚĞ ŇŽǁ ĂƐ u0�/�g

ĂůƐŽ ŝŶ ƚŚĞ ĞĚĚǇͲŇĂŵĞ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ;ŇĂŵĞ ƐƚƌĂŝŶ ŵŽĚĞůůŝŶŐͿ͕ ƐŝŶĐĞ

�

g

� l

⇤ , Da

I

� � 1 . ;Ϯ͘ϱͿ

dŚĞ ĐŽŶƐƚĂŶƚ
p
15ƵƐƵĂůůǇ ƉƌĞƐĞŶƚ ŝŶ ƚŚĞ dĂǇůŽƌ ƐĐĂůĞ ĞǆƉƌĞƐƐŝŽŶϮ ŚĂƐ ďĞĞŶŚĞƌĞ ĂǀŽŝĚĞĚ ƐŝŶĐĞ ŽƚŚĞƌǁŝƐĞRe� =p

15ǁŽƵůĚ ďĞ ŶĞĞĚĞĚ ƚŽ ƉƌŽĚƵĐĞ Ă ůŽĐĂů ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐĂƐĐĂĚĞǁŝƚŚ�
g

= l�͘ /ŶƐƚĞĂĚ͕ ŝŶ ƚŚŝƐŵŽĚĞůůŝŶŐ ĨƌĂŵĞǁŽƌŬ
Ă ůŽĐĂů ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐĂƐĐĂĚĞ ŝƐ ĂƐƐƵŵĞĚ ƚŽ ƚĂŬĞ ƉůĂĐĞ ĨŽƌ Re� � 1͘

>ŽŽŬŝŶŐ Ăƚ ǀŽƌƟĐĞƐ ͬ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ƉƌŽďůĞŵ͕ ƐŽŵĞ ĞĚĚŝĞƐ ǁŝůů ďĞ ĚĞƐƚƌŽǇĞĚ ďǇ ǀŝƐĐŽƵƐ ĚŝƐƐŝƉĂƟŽŶ
ďĞĨŽƌĞ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ĐĂŶ ƚĂŬĞ ƉůĂĐĞ͘ dŚĞ ƌĂŶŐĞ ŽĨ ƚŚĞ ƐƵƌǀŝǀŝŶŐ ĞĚĚǇͲƐĐĂůĞƐ ŚĂƐ ďĞĞŶ ĚĞĮŶĞĚ ŝŶ ^ĞĐƟŽŶ Ϯ͘ϭ͘ϭ͘
�ŵŽŶŐ ƚŚĞƐĞ ƐĐĂůĞƐ͕ ƚŚŽƐĞ ƐŵĂůůĞƌ ƚŚĂŶ ƚŚĞ ůŽĐĂů ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ͕ ŵĂǇ ůŽĐĂůůǇ ĞŶƚĞƌ ŝŶƚŽ ŝƚ ĂŶĚ ƚŚŝĐŬĞŶ ŝƚ
ƉƌŽǀŝĚĞĚ ƚŚĂƚ u0� � SL͕ u0� ďĞŝŶŐ ƚŚĞ ůŽĐĂů rms ǀĞůŽĐŝƚǇ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶ͘ ,ŽǁĞǀĞƌ͕ ƚŚŝƐ ǭǭƐƵƌǀŝǀŝŶŐΖΖ ĐŽŶĚŝƟŽŶ ŝƐ
ŶŽƚ ƐƵĸĐŝĞŶƚ ĨŽƌ ĂŶ ĞĚĚǇ ƚŽ ůŽĐĂůůǇ ǁƌŝŶŬůĞ Ă ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͘ KŶůǇ ĞĚĚŝĞƐ ǁŝƚŚ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐ ;ƚĂŶŐĞŶƟĂůͿ ǀĞůŽĐŝƚǇ
u

0
l

� SL ǁŝůů ďĞ ĂďůĞ ƚŽ ůŽĐĂůůǇ ǁƌŝŶŬůĞ Ă ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͘

,ĞŶĐĞ͕ ŐŝǀĞŶ ƚŚĞ ƐŵĂůůĞƐƚ ƐƵƌǀŝǀŝŶŐ ĞĚĚǇ l

⇤ = l�
�
Da

I

�Re�
��1/2͕ ƚŚĞ ƐŵĂůůĞƐƚ ƐƵƌǀŝǀŝŶŐ ĂŶĚ ǁƌŝŶŬůŝŶŐ

ĞĚĚǇ l⇤
w

ǁŝůů ďĞ ŐŝǀĞŶ ďǇ ƚŚĞ ĐŽŶĚŝƟŽŶ

u

0
l

⇤

SL
� 1 ) u

0
�

SL

✓
l

⇤

l�

◆1/3

= Pr

1/2
⇣
Re�Da

I

�2

�

⌘1/3 � 1 . ;Ϯ͘ϲͿ

ϭ� ŐŽŽĚ ƋƵĞƐƟŽŶ ŝƐ ŚŽǁ ƚŚĞ ůŽĐĂů ůĞŶŐƚŚ ŵĂĐƌŽƐĐĂůĞ ĐŽƵůĚ ďĞ ĞƐƟŵĂƚĞĚ͘ /ƚ ĐŽƵůĚ ďĞ ĞƐƟŵĂƚĞĚ ǀŝĂ ƚŚĞ ƐƵďŐƌŝĚ ŬŝŶĞƟĐ ĞŶĞƌŐǇ ĂŶĚ ŝƚƐ
ĚŝƐƐŝƉĂƟŽŶ ƌĂƚĞ͕ ĞĂĐŚ ŽŶĞ ƌĞƋƵŝƌŝŶŐ ŝƚƐ ŽǁŶ ƚƌĂŶƐƉŽƌƚ ĞƋƵĂƟŽŶ͘ KƚŚĞƌǁŝƐĞ͕ ŝƚ ǁŽƵůĚ ŶŽƚ ďĞ ƉŽƐƐŝďůĞ ƚŽ ĚĞĮŶĞ l� > � ;� ďĞŝŶŐ
ƚŚĞ ĐŽŵƉƵƚĂƟŽŶĂů ĐĞůů ƐŝǌĞͿ͘ dŚĞ ŽŶůǇ ƌĞŵĂŝŶŝŶŐ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ ŝƐ l� ⌘ �͘

ϮdŚĞ ;ƚƌĂŶƐǀĞƌƐĂůͿ dĂǇůŽƌ ŵŝĐƌŽƐĐĂůĞ �
g

ŝƐ ƚŚĞ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ůĞŶŐƚŚ ƐĐĂůĞ ŵĂŝŶůǇ ƵƐĞĚ ďǇ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚĂůŝƐƚƐ ƚŽ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝǌĞ ƚŚĞ ŵĞĂŶ ƐƉĂƟĂů
ĞǆƚĞŶƐŝŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŐƌĂĚŝĞŶƚƐ͘ dŚŝƐ ƐĐĂůĞ ŝƐ ĚĞĮŶĞĚ ŝŶ ƚŚĞ ĨƌĂŵĞǁŽƌŬ ŽĨ ŝƐŽƚƌŽƉŝĐ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ĂƐ ƚŚĞ ƐĐĂůĞ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ƚŽ ƚŚĞ
ĚŝƐƐŝƉĂƟŽŶ " = 15⌫u2

,x

ĂŶĚ ŽďƚĂŝŶĞĚ ǀŝĂ ĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů ĂŶĂůǇƐŝƐ͕ ŝ͘Ğ͕͘ �2
g

⇡ u02/u2
,x

͘ ,ĞŶĐĞ͕ " ⇡ 15⌫u02/�2
g

͘ �ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ ƚŚĞ
ĐŽŶƐĞƌǀĂƟŽŶ ŽĨ " ĂůŽŶŐ ƚŚĞ ŝŶĞƌƟĂů ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ĐĂƐĐĂĚĞ͕ ŝ͘Ğ͕͘ 15⌫u02/�2

g

= u03/L
t

͕ ƚŚĞ ĞǆƉƌĞƐƐŝŽŶ �
g

⇡
p
15L

t

Re�1/2
Lt

ŝƐ ĮŶĂůůǇ
ŽďƚĂŝŶĞĚ͕ L

t

ďĞŝŶŐ ƚŚĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ŵĂĐƌŽƐĐĂůĞ ĂŶĚ u0 ŝƚƐ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶ ;ƌŵƐͿ͘

ϭϳ



�ĐĐŽƌĚŽ Ěŝ WZK'Z�DD�D^�Ͳ�E��

ZĞŐŝŵĞ ^ĐĂůĞ �ŽŶĚŝƟŽŶ Da

I

� �ŽŶĚŝƟŽŶ
VR �L � l� ) Da

I

�  Pr

�1
Re

�1
�

T T CR l� > �L � ⌘ ) Pr

�1
Re

1/2
� � Da

I

� > Pr

�1
Re

�1
�

WR �L < ⌘ ) Da

I

� > Pr

�1
Re

1/2
�

dĂďĞůůĂ Ϯ͘Ϯ͗ dŚĞ ƚŚƌĞĞŵĂŝŶ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ďĂƐĞĚ ŽŶ ƚŚĞ ĐŽŵƉĂƌŝƐŽŶ ďĞƚǁĞĞŶ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ůĞŶŐƚŚ
ƐĐĂůĞƐ ĂŶĚ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ͘

dŚŝƐ ŵĞĂŶƐ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ƐƵƌǀŝǀŝŶŐ ƐĐĂůĞƐ l⇤ ďĞĐŽŵĞ l⇤
w

͕ ŝ͘Ğ͕͘ ĂďůĞ ƚŽ ůŽĐĂůůǇ ǁƌŝŶŬůĞ Ă ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ŝĨ

Da

I

�  Pr

3/4
Re

1/2
� . ;Ϯ͘ϳͿ

dŚŝƐ ĐŽŶĚŝƟŽŶ ŝŶ ƚĞƌŵƐ ŽĨ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ŶƵŵďĞƌƐ ĚĞĮŶĞĚ ŝŶ ^ĞĐƟŽŶ Ϯ͘ϲ ďĞĐŽŵĞƐ͗

Ka

l

⇤ = Ka

2/3
⌘

⌘ Ka

2/3
�

g

� Pr

�1/2
. ;Ϯ͘ϴͿ

^ƵďƐƟƚƵƟŶŐ ƚŚĞ ŵĂǆŝŵƵŵ �ĂŵŬƂŚůĞƌ ŶƵŵďĞƌ ĨŽƌ ƚŚĞ ƐŵĂůůĞƐƚ ƐƵƌǀŝǀŝŶŐ ĂŶĚ ǁƌŝŶŬůŝŶŐ ƐĐĂůĞ ŐŝǀĞŶ ďǇ �ƋŶ͘
;Ϯ͘ϳͿ ŝŶƚŽ �ƋŶ͘ ;Ϯ͘ϮͿ͕ ƚŚĞ ŵŝŶŝŵƵŵ ƐƵƌǀŝǀŝŶŐ ĂŶĚ ǁƌŝŶŬůŝŶŐ ƐĐĂůĞ l⇤

w

ŝƐ ŽďƚĂŝŶĞĚ͗

l

⇤
w

|
min

= Pr

�3/8
⌘ � ⌘ . ;Ϯ͘ϵͿ

,ĞŶĐĞ͕ ŝƚ ŝƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ ƚŚĂƚ l⇤
w

ĚĞĐƌĞĂƐĞƐ ĂƐ l�
�
Da

I

�Re�
��1/2 ďǇ ŝŶĐƌĞĂƐŝŶŐDa

I

� ƵƉ ƚŽDa

I

� = Pr

3/4
Re

1/2
� ͘

dŚĞŶ͕ l⇤
w

ŵĂŝŶƚĂŝŶƐ ŝƚƐ ŵŝŶŝŵƵŵ ǀĂůƵĞ Pr

�3/8
⌘ ĨŽƌ ǁŚĂƚĞǀĞƌDa

I

� � Pr

3/4
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⇤ ŚĂƐ ƚŽ ďĞ ůĞƐƐ ƚŚĂŶ ŽŶĞ͘ dŚŝƐ ĐŽŶĚŝƟŽŶ ŝŶĐƌĞĂƐĞƐ ƚŚĞ ůŽǁĞƌ
ůŝŵŝƚ ŽĨ ƚŚĞ T urbulenceͲT hickened ŇĂŵĞRegime͕ ĂƐ ƐŚŽǁŶ ŝŶ dĂďůĞƐ Ϯ͘ϲ ĂŶĚ Ϯ͘ϳ͘

dŚĞ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ĚĞƐĐƌŝďĞĚ ŝŶ ^ĞĐƟŽŶ Ϯ͘Ϯ ĂƌĞ ŚĞƌĞ ĂŶĂůǇƐĞĚ ŝŶ ŵŽƌĞ ĚĞƚĂŝůƐ ĐŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ
ƚŚĞ ŵŽĚĞů ĚĞǀĞůŽƉĞĚ ŝŶ ^ĞĐƟŽŶ Ϯ͘ϯ͘ /Ŷ ƉĂƌƟĐƵůĂƌ͕ ĚĞƉĞŶĚŝŶŐ ŽŶ ƚŚĞ ůŽĐĂů WƌĂŶĚƚů ŶƵŵďĞƌ͕ ƚŚĞƌĞ ĐĂŶ ďĞ ĨŽƵƌ
ƉŽƐƐŝďůĞ ĐŽŶĚŝƟŽŶƐ͕ ĂƐ ƐŚŽǁŶ ŝŶ dĂďůĞ Ϯ͘ϴ͘
>ŽŽŬŝŶŐ Ăƚ dĂďůĞ Ϯ͘ϭ ƚŚĂƚ ƌĞƉŽƌƚƐ ƐŽŵĞ ĞǆĂŵƉůĞƐ ŽĨ WƌĂŶĚƚů ŶƵŵďĞƌ ƌĂŶŐĞƐ ĨŽƌ ŐĂƐĞŽƵƐ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ͕ ĂŵŽŶŐ

ƚŚĞ ĮǀĞ ŐƌŽƵƉƐ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ĚĞƐĐƌŝďĞĚ ŝŶ dĂďůĞ Ϯ͘ϴ͕ ƚŚĞ ƐĞĐŽŶĚ ŽŶĞ ;1 � Pr � Re

�1
� Ϳ ŝƐ

ƚŚĞŵŽƐƚ ƉŚǇƐŝĐĂů ;Pr

�1 = 0.5 ĂŶĚ 0.33 ĂƚRe� = 2 ĂŶĚ 3͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇͿ͘ ,ĞŶĐĞ͕ ƚŚŝƐ ŝƐ ƚŚĞ ƐŽůĞ ŐƌŽƵƉ ƚŚĂƚ ǁŝůů
ďĞ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞĚ ŝŶ ĚĞƚĂŝů ĂŶĚ ƵƐĞĚ ƚŽ ĚĞǀĞůŽƉ Ă ƐƵďŐƌŝĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ĐůŽƐƵƌĞ ĨŽƌ ƚŚĞ ĐŚĞŵŝĐĂů ƐŽƵƌĐĞ
ƌĂƚĞ͘ dŚŝƐ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ ŝŵƉůŝĞƐ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ƐƵďŐƌŝĚ ƐĐĂůĞ ŵŽĚĞů ĨŽƌ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ͬ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ǁŽƵůĚ ďĞ
ƐǁŝƚĐŚĞĚ ŽŶ ĨŽƌ Re� � Pr

�1͕ ďĞŝŶŐ Pr  1 ;Re� � 1.35 ĂŶĚ 2.22 Ăƚ Pr = 0.74 ĂŶĚ 0.45͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ͕
ĐŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ ƚŚĞ ĞǆƚƌĞŵĞ ǀĂůƵĞƐ ŝŶ dĂďůĞ Ϯ͘ϭͿ͘ &ŽƌRe� < Pr

�1 ƚŚĞ ƐƵďŐƌŝĚ ŇĂŵĞ ǁŽƵůĚ ďĞ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞĚ ůŽĐĂůůǇ
ůĂŵŝŶĂƌ͘ ,ŽǁĞǀĞƌ͕ ĂŶŽƚŚĞƌ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ ǁŝůů ďĞ ŚĞƌĞ ƚĂŬĞŶ͕ ĨƵƌƚŚĞƌůǇ ŝŶĐƌĞĂƐŝŶŐ ƚŚĞ ĂĐƟǀĂƟŽŶ ĐĞůů ZĞǇŶŽůĚƐ
ŶƵŵďĞƌ͘
�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ ƚŚĞ ƐŵĂůůĞƐƚ ƐƵƌǀŝǀŝŶŐ ĂŶĚ ǁƌŝŶŬůŝŶŐ ƐĐĂůĞ l

⇤
w

ĚĞĮŶĞĚ ŝŶ ^ĞĐƟŽŶ Ϯ͘ϭ͘Ϯ͕ ŝƚ ŝƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ ƚŚĂƚ ƚŚĞ
ŵŝŶŝŵƵŵ ƐĐĂůĞ ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌ ĨŽƌ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ǁƌŝŶŬůŝŶŐ ŝƐ Re

l

⇤
w

��
min

= Pr

�1/2͕ ĂƐ ƐŚŽǁŶ ŝŶ �ƋŶ͘ ;Ϯ͘ϭϬͿ͘
,ĞŶĐĞ͕ ƚŚŝƐ ǁŝůů ďĞ ĂůƐŽ ƚŚĞŵŝŶŝŵƵŵ ĐŽŵƉƵƚĂƟŽŶĂů ĐĞůů ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌ ƚŽ ƐǁŝƚĐŚ ƚŚĞ ƐƵďŐƌŝĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵͲ
ďƵƐƟŽŶ ŵŽĚĞů ŽŶ ;ƚŚŝƐ ŝƐ ŐƵĂƌĂŶƚĞĞĚ ƐŝŶĐĞ ƚŚĞ ŵŽĚĞů ŝƐ ĂĐƟǀĂƚĞĚ Ăƚ ůĞĂƐƚ ĨŽƌ Re� � Pr

�1͘ �ƚ Da

I

�

��
l

⇤
w,min

=

Pr

3/4
Re

1/2
� ͕ ƚŚĞ ƐĐĂůĞ l⇤

w

ƌĞĂĐŚĞƐ ŝƚƐ ŵŝŶŝŵƵŵ ǀĂůƵĞ Pr

�3/8
⌘͕ ŵĂŝŶƚĂŝŶĞĚ ĨŽƌ ǁŚĂƚĞǀĞƌDa

I

� � Pr

3/4
Re

1/2
� ͘

&Žƌ 1 � Pr � Re

�1
� ƚŚŝƐ ƉĂƌƟĐƵůĂƌ Da

I

� ŝƐ ůŽĐĂƚĞĚ ĂƐ͗ (PrRe�)
1/2 � Da

I

�

��
l

⇤
w,min

� (PrRe�)
2/7 ĨŽƌ

1 � Pr � Re

�6/13
� ͕ ĂŶĚ (PrRe�)

2/7
> Da

I

�

��
l

⇤
w,min

> 1 ĨŽƌ Re

�6/13
� > Pr � Re

�1
� ͘ EŽƚĞ ƚŚĂƚ ĨŽƌ

ϮϬ



Da

I

� ⌧

ch

�

L

�

T
F

1 l�/u0� l� (PrRe�)
�1/2

l�

Pr

�1
Re

1/2
� PrRe

�1/2
� l�/u0� ⌘ Pr

3/4 (l�⌘)
1/2

Pr

1/2
Re

1/2
� (PrRe�)

�1/2
l�/u0� l� (PrRe�)

�3/4
Pr

�3/8 (l�⌘)
1/2

dĂďĞůůĂ Ϯ͘ϱ͗ �ŚĞŵŝĐĂů ƟŵĞ͕ ůĂŵŝŶĂƌ ĂŶĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ŇĂŵĞ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ Ăƚ ƚŚĞ Da

I

� ďŽƵŶĚĂƌŝĞƐ ŽĨ ƚŚĞ
T urbulenceͲT hickened ŇĂŵĞRegime ƌĞƉŽƌƚĞĚ ŝŶ dĂďůĞ Ϯ͘ϰ͘

>ŝƐƚ �ŽŶĚŝƟŽŶ dǇƉĞ ŽĨ �ŽŶĚŝƟŽŶ ZĂŶŐĞ

ϴ ST
SL

�

⇤
F
�  1 ƌĞĂĐƟŶŐ ǀŽůƵŵĞ ĨƌĂĐƟŽŶ ) Da

I

� � Pr

2/7
Re

2/7
�

dĂďĞůůĂ Ϯ͘ϲ͗ EĞǁ ĐŽŶĚŝƟŽŶ ĂƉƉůŝĞĚ ƚŽ ĚĞƚĞƌŵŝŶĞ ƚŚĞ ǀĂůŝĚŝƚǇ ƌĂŶŐĞ ŽĨ ƚŚĞ T urbulenceͲT hickened ŇĂŵĞ
Regime͘

Pr = Re

�6/13
� ͕ ŝƚ ŝƐ Da

I

�

��
l

⇤
w,min

⌘ (PrRe�)
2/7͕ ŝ͘Ğ͕͘ ŵĞĂŶŝŶŐ ƚŚĂƚ ŝƚ ŝƐ ůŽĐĂƚĞĚ Ăƚ ƚŚĞ ůŽǁĞƌ ďŽƵŶĚĂƌǇ ŽĨ ƚŚĞ

T urbulenceͲT hickenedRegime͘
/Ŷ ŽƌĚĞƌ ƚŽ ŚĂǀĞ Ă ƐƵĸĐŝĞŶƚůǇ ŚŝŐŚŵŝŶŝŵƵŵĐĞůů ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌ ƚŽ ŐƵĂƌĂŶƚĞĞ ĂŵŝŶŝŵƵŵƐƵďŐƌŝĚ ƚƵƌďƵůĞŶͲ

ĐĞ ͬ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ͕ ŝƚ ŝƐ ŚĞƌĞ ĂƐƐƵŵĞĚ ƚŽ ŝŶĐƌĞĂƐĞ ƚŚĞ ĂĐƟǀĂƟŽŶ ĐĞůů ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌ ďǇ ĐŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ
ŽŶůǇ ƚŚĞ ƌĂŶŐĞ 1 � Pr � Re

�6/13
� ĨŽƌ ƚŚĞ ƐƵďŐƌŝĚ ƐĐĂůĞ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶŵŽĚĞů͘ dŚŝƐ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ ŝŵƉůŝĞƐ

ƚŚĂƚ ƚŚĞ ƐƵďŐƌŝĚ ƐĐĂůĞ ŵŽĚĞů ĨŽƌ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ͬ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ǁŝůů ďĞ ƐǁŝƚĐŚĞĚ ŽŶ ĨŽƌRe� � Pr

�13/6͕
ďĞŝŶŐ Pr  1 ;Re� � 1.92 ĂŶĚ 5.64 Ăƚ Pr = 0.74 ĂŶĚ 0.45͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ͕ ĐŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ ƚŚĞ ĞǆƚƌĞŵĞ ǀĂůƵĞƐ ŝŶ
dĂďůĞ Ϯ͘ϭͿ͘ &Žƌ Re� < Pr

�13/6 ƚŚĞ ƐƵďŐƌŝĚ ŇĂŵĞ ǁŝůů ďĞ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞĚ ůŽĐĂůůǇ ůĂŵŝŶĂƌ͘

�ĞƚĂŝůƐ ĂďŽƵƚ ƚŚĞ ƐĞůĞĐƚĞĚ ŐƌŽƵƉ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐǁŝƚŚ ƚŚĞ ǀĂůŝĚŝƚǇ ƌĂŶŐĞ 1 � Pr � Re

�6/13
�

ĂƌĞ ƉƌŽǀŝĚĞĚ ŝŶ &ŝŐ͘ Ϯ͘ϭ͘ /ƚ ŝƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ ƚŚĂƚ Ăůů ƚŚĞ ŝŶĨŽƌŵĂƟŽŶ ŝŶ ƚŚŝƐ ĮŐƵƌĞ ĂƌĞ ĂůƐŽ ǀĂůŝĚ ĨŽƌ 1 � Pr �
Re

�1
� ͕ ĂƉĂƌƚ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ůŽĐĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ Da

I

�

��
l

⇤
w,min

͘ /Ŷ ƉĂƌƟĐƵůĂƌ͕ ƚŚŝƐ ĮŐƵƌĞ ƐŚŽǁƐ ƚŚĞ ƌĂŶŐĞƐ ŽĨ ƚŚĞ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ

ƌĞŐŝŵĞƐ ĂŶĚ ƚŚĞ ŽƌĚĞƌĞĚ ůŝƐƚ ŽĨ ƚŚĞ ŵĂŝŶ ƐĐĂůĞƐ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ĂŶĚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ͘ ^ƉĞĐŝĮĐ ǀĂůƵĞƐ ŽĨ ƐŽŵĞ ƐĐĂůĞƐ
ĂƌĞ ĂůƐŽ ŚŝŐŚůŝŐŚƚĞĚ͕ ĂƐ ǁĞůů ĂƐ ƚŚĞ ƌĂŶŐĞƐ ĂīĞĐƚĞĚ ďǇ ƚŚĞ ĞǆƟŶĐƟŽŶ Žƌ ŇĂŵĞ ƐƚƌĞƚĐŚ ĨĂĐƚŽƌ G

ext

ŝŶƚƌŽĚƵĐĞĚ ŝŶ
^ĞĐƟŽŶ Ϯ͘ϲ͘ /Ŷ ƚŚĞ ƐĂŵĞ ĮŐƵƌĞ͕ ŝƚ ŝƐ ĂůƐŽ ĞǀŝĚĞŶĐĞĚ ƚŚĂƚ ŝĨ Pr = 1 Žƌ Pr = Re

�1
� ͕ ƐŽŵĞ ƌĞŐŝŵĞƐ ĐŽůůĂƉƐĞ͘

/Ŷ ƉĂƌƟĐƵůĂƌ͕ ŝĨ Pr = 1 ƚŚĞ Corrugated Regime ĚŝƐĂƉƉĞĂƌƐ͕ ĂŶĚ ŝŶ ƚŚĞ Volumetric Regime ŝƚ ŝƐ ĂůǁĂǇƐ
l

⇤
> l�͘ /Ĩ Pr = Re

�1
� ƚŚĞ T hickened ĂŶĚ T urbulenceͲT hickenedRegimes ĚŝƐĂƉƉĞĂƌ ;ŚŽǁĞǀĞƌ͕ ƚŚŝƐ ĐĂŶ

ŶŽƚ ŚĂƉƉĞŶ ĚƵĞ ƚŽ ƚŚĞ ůŝŵŝƟŶŐ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ 1 � Pr � Re

�6/13
� ͘

dŚĞ ƌĞĂĐƟŶŐ ǀŽůƵŵĞ ĨƌĂĐƟŽŶ �

⇤ ŝŶ �ƋŶ͘ ;ϭ͘ϮϳͿ ǁŝůů ŚĂǀĞ ƚŽ ďĞ ŵŽĚĞůůĞĚ ĚŝīĞƌĞŶƚůǇ ĚĞƉĞŶĚŝŶŐ ŽŶ ƚŚĞ ĐŽŵďƵͲ
ƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ƐŚŽǁŶ ŝŶ &ŝŐ͘ Ϯ͘ϭ͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ^ĞĐƟŽŶ ƚŚĞ ĞīĞĐƚ ŽĨ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĚƵĞ ƚŽ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƐĐĂůĞƐ͕ ŝ͘Ğ͕͘ ƚŚĞ G

ext

ĨƵŶĐƟŽŶ͕ ŝƐ ŶŽƚ ƚĂŬĞŶ ŝŶƚŽ ĂĐĐŽƵŶƚ͘ ,ĞŶĐĞ͕ ĂƩĞŶƟŽŶ ŝƐ ƉŽƐĞĚ ŽŶ

�

⇤ =
ST
SL

�F
�

. ;Ϯ͘ϮϬͿ

&Žƌ ƐƵďŐƌŝĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ͕ ŝ͘Ğ͕͘ Re� � Pr

�1͕ ǁŝƚŚ Pr  1͕ �⇤ ŝƐ ŵŽĚĞůůĞĚ ĂƐ

ͻ VolumetricRegime

�

⇤ = 1 ;Ϯ͘ϮϭͿ

Ϯϭ



�ĐĐŽƌĚŽ Ěŝ WZK'Z�DD�D^�Ͳ�E��

ZĂŶŐĞ Wƌ �ŽŶĚŝƟŽŶ Da

I

� �ŽŶĚŝƟŽŶ

Z1
N

Re

1/6
� � Pr � 1 ) Pr

�1
Re

1/2
� � Da

I

� � Pr

2/7
Re

2/7
�

Z2
N

1 � Pr � Re

�1
� ) Pr

1/2
Re

1/2
� � Da

I

� � Pr

2/7
Re

2/7
�

dĂďĞůůĂ Ϯ͘ϳ͗ EĞǁ ǀĂůŝĚŝƚǇ ƌĂŶŐĞƐ ŽĨ ƚŚĞ T urbulenceͲT hickened ŇĂŵĞ Regime͘ �ĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ƚǁŽ ƉŽƐƐŝďůĞ
ƌĂŶŐĞƐ͕ ƚŚĞ ŽŶĞ ƌĞůĂƚĞĚ ƚŽ ŐĂƐĞŽƵƐ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ;ĂůƐŽ ŝŶ ƐƵƉĞƌĐƌŝƟĐĂů ĐŽŶĚŝƟŽŶƐͿ ŝƐ ƚŚĞ ƐĞĐŽŶĚ ŽŶĞ͕
Z2

N

͕ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝǌĞĚ ďǇ Pr  1͘

ͻ T hickenedRegime

�

⇤ =
�L
�

=
�
PrRe�Da

I

�

��1/2  1 ;Ϯ͘ϮϮͿ

�

⇤|
max

= 1 �

⇤|
min

= (PrRe�)
�9/14  1

ͻ T urbulenceͲT hickenedRegime

�

⇤ =
ST
SL

����
Z

�

⇤
F
�

= AZ

⇣
PrRe�Da

I

�7/2

�

⌘1/2
< 1 ;Ϯ͘ϮϯͿ

�

⇤|
max

= AZ < 1 �

⇤|
min

= AZ (PrRe�)
�3/8

< 1

ͻ CorrugatedRegime

�

⇤ =
ST
SL

����
C

�L
�

⇡ ST
SL

����
Z

�L
�

= AZDa

I

�3/4

� < 1 ;Ϯ͘ϮϰͿ

�

⇤|
max

= AZ (PrRe�)
�3/8

< 1 �

⇤|
min

= AZ
�
Pr

�2
Re�

��3/8
< 1

ŚĂǀŝŶŐ ƵƐĞĚ ƚŚĞ �ŝŵŽŶƚ ĞǆƉƌĞƐƐŝŽŶ ĨŽƌ ST ĂůƐŽ ŝŶ ƚŚŝƐ ƌĞŐŝŵĞ ĚƵĞ ƚŽ ƚŚĞ ůĂĐŬ ŽĨ ƌĞůŝĂďůĞ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚĂů
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ŽŶ ƚŚĞ ƉůĂŶĞ ŽĨ ƚŚĞ ƐƚĂŶĚĂƌĚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ĚŝĂŐƌĂŵ ĨŽƌ ďŽƚŚ �ƌĂǇΖƐ ƐƚƌĞƚĐŚ ĨĂĐƚŽƌ ŵŽĚĞů ;�^&Ϳ ǁŝƚŚ
Pr = 1 ĂŶĚ ƚŚĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĐĂƐĐĂĚĞŵŽĚĞů ;Y�DͿ͘ dŚĞKa

⌘

= 1 ůŝŶĞ ƌĞůĂƚĞĚ ƚŽ ƚŚĞ <ůŝŵŽǀͲtŝůůŝĂŵƐ
ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ ;<t�Ϳ ŝƐ ĂůƐŽ ƐŚŽǁŶ ĨŽƌ ĐŽŵƉĂƌŝƐŽŶ͘

�ƐƐƵŵŝŶŐ "
cr

= 15 ⌫
u

g

2
cr

⇡ 15 ⌫
u

⌧

�2
ch

ĂŶĚ " ⇡ 15 ⌫
u

⌧

�2
st

͕ ⌧
st

ďĞŝŶŐ ƚŚĞ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐ ƐƚƌĞƚĐŚŝŶŐ ƟŵĞ͕ ƚŚĞ
ƌĂƟŽ "

cr

/" ĐĂŶ ďĞ ǁƌŝƩĞŶ ĂƐ

"

cr

"

⇡
✓
⌧

st

⌧

ch

◆2

= Ka

�2
, ;Ϯ͘ϯϬͿ

Ka = ⌧

ch

/⌧
st

ďĞŝŶŐ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ŶƵŵďĞƌ͘ /Ŷ Ă ƚƵƌďƵůĞŶƚ ŇŽǁ͕ ƚŚĞ ;ůŽŶŐŝƚƵĚŝŶĂůͿ dĂǇůŽƌ ŵŝĐƌŽƐĐĂůĞ �

g

ĐŽƵůĚ
ďĞ ƵƐĞĚ ƚŽ ĚĞĮŶĞ ƚŚĞ ŵĞĂŶ ƐƉĂƟĂů ǀĞůŽĐŝƚǇ ŐƌĂĚŝĞŶƚ u0�/�g

͘ tŝƚŚ ƚŚŝƐ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ͕ ⌧
st

= �

g

/u0�͕ ƚŚĂƚ ŝƐ ĂůƐŽ
ĞƋƵĂů ƚŽ ƚŚĞ <ŽůŵŽŐŽƌŽǀ ĞĚĚǇ ƚƵƌŶͲŽǀĞƌ ƟŵĞ͕ ⌧

⌘

= ⌘/u0
⌘

͕ ĂƐ ƐŚŽǁŶ ŝŶ �ƋŶ͘ ;ϭ͘ϭϭͿ͕ ŝƚ ĨŽůůŽǁƐ͗

"

cr

"

⇡ Ka

�2
�

g

⌘ Ka

�2
⌘

= Da

I

2

�Re

�1
� = Pr

✓
l�

�F

◆✓
u

0
�

SL

◆�3

, ;Ϯ͘ϯϭͿ

/ƚ ŝƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ ƚŚĂƚ ĂƐƐƵŵŝŶŐ ⌧
st

= ⌧

⌘

͕ ƚŚĞ ƐŵĂůůĞƐƚ ĞĚĚŝĞƐ͕ ŝ͘Ğ͕͘ ƚŚĞ <ŽůŵŽŐŽƌŽǀ ĚŝƐƐŝƉĂƟǀĞ ƐĐĂůĞƐ͕ ĂƌĞ ĂƐƐƵͲ
ŵĞĚ ƚŽ ďĞ ĂďůĞ ƚŽ ĂīĞĐƚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͘ ,ĞŶĐĞ͕ Ă ĮƌƐƚ ĐƌŝƟĐŝƐŵ ŝƐ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ĚŝƐƐŝƉĂƟǀĞ ƐĐĂůĞ ⌘ŵĂǇ ŝŶ ĨĂĐƚ ďĞ ƚŽŽ
ƐŵĂůů ƚŽ ĞīĞĐƟǀĞůǇ ƐƚƌĞƚĐŚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͕ ĂƐ ŝƚ ǁĂƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ ŝŶ ^ĞĐƟŽŶ ϭ͘ϭ͘ &ƵƌƚŚĞƌŵŽƌĞ͕ ǀŝƐĐŽƵƐ ĚŝƐƐŝƉĂƟŽŶ
Ăƚ ⌘ ƐĐĂůĞƐ ĐĂŶŶŽƚ ďĞ ŶĞŐůĞĐƚĞĚ͕ ĐĂƵƐŝŶŐ ƚŚĞŝƌ ĚŝƐƐŝƉĂƟŽŶ ďĞĨŽƌĞ ƚŚĞǇ ŚĂǀĞ Ă ĐŚĂŶĐĞ ŽĨ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ƚŚĞ ŇĂŵĞ͘
dŚŝƐ ƚŚĞŽƌĞƟĐĂů ďĂƐŝƐ ĐŽƵƉůĞĚ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚĂů ŽďƐĞƌǀĂƟŽŶ ŽĨ ĂĐƚƵĂů ŇĂŵĞƐ ƌĞƐŝƐƟŶŐ ƚŽ ƐƚƌĂŝŶ ŵŽƌĞ ƚŚĂŶ
ƉƌĞĚŝĐƚĞĚ ďǇ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͕ ůĞĂĚ WĞƚĞƌƐ ϲ ƚŽ ƐŚŝŌ ƚŚĞ <ĂƌůŽǀŝƚǌ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ ĨƌŽŵKa

⌘

= 1 ƚŽKa

⌘

= 100
Ϯϭ ϮϮ͕ Ɖ͘ ϳϴͲϳϵ͘ dŚŝƐ ŝƐ ĞƋƵŝǀĂůĞŶƚ ƚŽ ƐĂǇ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ƐĐĂůĞ ƚŚĂƚ ĐĂŶ ĞīĞĐƟǀĞůǇ ƐƚƌĞƚĐŚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ĂŶĚ
ĐĂƵƐĞ ĞǆƟŶĐƟŽŶ ŝƐ ůĂƌŐĞƌ ƚŚĂŶ ⌘͘ dŚŝƐ ŝƐ ŝŶ ĂŐƌĞĞŵĞŶƚ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ĐŽŶĐĞƉƚ ŽĨ ƚŚĞ ƐŵĂůůĞƐƚ ĞĚĚǇ ƐƵƌǀŝǀŝŶŐ ƐĐĂůĞ l⇤͕
ƐƵŐŐĞƐƚĞĚ ŝŶ ƚŚŝƐ ǁŽƌŬ͕ ŝŶ ŵŽĚĞůŝŶŐ ĞĚĚŝĞƐ ͬ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ;ƐĞĞ ^ĞĐƟŽŶ Ϯ͘ϭ͘ϭͿ͕ ĂĐĐŽƌĚŝŶŐ ƚŽ ǁŚŝĐŚ͕
ƐĐĂůĞƐ ƐŵĂůůĞƌ ƚŚĂŶ l

⇤ ĚŽ ŶŽƚ ĂīĞĐƚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͘ ,ŽǁĞǀĞƌ͕ ĞǀĞŶ ĐŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ ƚŚĞƐĞ ĞīĞĐƚƐ ĚŽ ŶŽƚ ĂůƚĞƌ ƚŚĞ
ŵĂŝŶ ƚƌĞŶĚƐ ŽĨ �ƌĂǇΖƐ ĨƵŶĐƟŽŶ͘
dŚĞ G

ext

�ƌĂǇΖƐ ĨƵŶĐƟŽŶ ƌĞƐƵůƟŶŐ ĨƌŽŵ �ƋŶƐ͘ ;Ϯ͘ϮϴͿ͕ ;Ϯ͘ϮϵͿ ĂŶĚ ;Ϯ͘ϯϭͿ ŝƐ ƉůŽƩĞĚ ŝŶ ƚŚĞ ƐƚĂŶĚĂƌĚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ
ĚŝĂŐƌĂŵ͕ ŝ͘Ğ͕͘ ǀĞƌƐƵƐ l�/�F ĂŶĚ u0�/SL ĂƐƐƵŵŝŶŐ Pr = 1͘ /ƚ ŝƐ ŽďƐĞƌǀĞĚ ƚŚĂƚ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ƉƌĞĚŝĐƟŽŶƐ ƌĞůĂƚĞĚ ƚŽ
ƚŚŝƐ ĞǆƟŶĐƟŽŶ ĨƵŶĐƟŽŶ ĂƌĞ ƋƵŝƚĞ ƐŝŵŝůĂƌ ƚŽ ƚŚŽƐĞ ƉƌŽǀŝĚĞĚ ďǇ ƚŚĞ <ůŝŵŽǀͲtŝůůŝĂŵƐ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ ;ƐĞĞ ^ĞĐƟŽŶ ϭ͘ϭ͕
&ŝŐ͘ ϭ͘ϮͿ ĂŶĚ ĚŽ ŶŽƚ ĂŐƌĞĞ ǁŝƚŚ ƚŚŽƐĞ ƌĞůĂƚĞĚ ƚŽ ƚŚĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĐĂƐĐĂĚĞ ŵŽĚĞů ϰϮ ƉƌŽƉŽƐĞĚ ŝŶ ^ĞĐƟŽŶ Ϯ͘ϲ͘Ϯ͕
ĐůŽƐĞƌ ƚŽ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚƐ ĂŶĚ ĚŝƌĞĐƚ ŶƵŵĞƌŝĐĂů ƐŝŵƵůĂƟŽŶ ƉƌĞĚŝĐƟŽŶƐ͘

Ϯϱ



�ĐĐŽƌĚŽ Ěŝ WZK'Z�DD�D^�Ͳ�E��

� ŵŽĚĞů ƚŚĂƚ ĐĂŶ ďĞ ĞĂƐŝůǇ ƵƐĞĚ ƚŽ ƉƌĞĚŝĐƚ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ŝƐ ƚŚĞ ƐŽ ĐĂůůĞĚ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĐĂƐĐĂĚĞ ŵŽĚĞů ϰϮ͕ ƚŚĂƚ
ĐŽŵƉĂƌĞƐ ƋƵŝƚĞ ǁĞůů ǁŝƚŚ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚĂů ĂŶĚ ĚŝƌĞĐƚ ŶƵŵĞƌŝĐĂů ƐŝŵƵůĂƟŽŶ ĚĂƚĂ ŽŶ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ϯϯ͕ Ɖ͘ ϮϭϮͲϮϭϰ͘
,ĞƌĞ͕ ŽŶůǇ ƚŚĞ ĂůŐŽƌŝƚŚŵ ŽĨ ƚŚĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĐĂƐĐĂĚĞ ŵŽĚĞů ŝƐ ƌĞƉŽƌƚĞĚ ƌĞĚŝƌĞĐƟŶŐ ƚŚĞ ƌĞĂĚĞƌ ƚŽ ƚŚĞ ŽƌŝŐŝŶĂů

ĂƌƟĐůĞ ϰϮ ĨŽƌ ƚŚĞ ƚŚĞŽƌĞƟĐĂů ƉĂƌƚ͘ dŚĞ ŵĂŝŶ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ Ăƚ ƚŚĞ ďĂƐĞ ŽĨ ƚŚĞ ŵŽĚĞů ĂƌĞ͗

ϭ͘ ŚŽǁĞǀĞƌ ƐƚƌŽŶŐ ƚŚĞ ǀŽƌƚĞǆ ƐƚƌĂŝŶ ŵĂǇ ďĞ͕ ƚŚĞ ƟŵĞ ƌĞƋƵŝƌĞĚ ƚŽ ƋƵĞŶĐŚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ŝƐ ƚŚĞ ƐĂŵĞ ĂŶĚ ŝƚ ŝƐ
ŐŝǀĞŶ ďǇ ⌧

ch

= �F/SL͖

Ϯ͘ ŽŶůǇ ĞĚĚŝĞƐ ǁŝƚŚ ůĂƌŐĞ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐ ǀĞůŽĐŝƚǇ u0
l

;Ăƚ ůĞĂƐƚ� SLͿ ĂƌĞ ĂďůĞ ƚŽ ƋƵĞŶĐŚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ͖

ϯ͘ ŝĨ ƚŚĞ ĞĚĚǇ ƚƵƌŶŽǀĞƌͲƟŵĞ ⌧
l

ŝƐ ƐŵĂůůĞƌ ƚŚĂŶ ƚŚĞ ĐŚĞŵŝĐĂů ƟŵĞ ⌧
ch

͕ ƐƵĐŚ ĞĚĚŝĞƐ ĐĂŶŶŽƚ ƋƵĞŶĐŚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ͕
ŝ͘Ğ͕͘ ƚŚĞ ĞĚĚŝĞƐ ĂďůĞ ƚŽ ƋƵĞŶĐŚ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ŚĂǀĞDa

I

l

� 1͖

ϰ͘ Ă ƚĞŵƉŽƌĂů ƐĞƋƵĞŶĐĞ ŽĨ ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞůǇ ⌧

ch

/⌧
l

ĐŽŶƐĞĐƵƟǀĞ ĞĚĚŝĞƐ ŽĨ ƐŝǌĞ l ǁŝƚŚ ůĂƌŐĞ u

0
l

ŵƵƐƚ ĞǆŝƐƚ ƚŽ
ŝŶĚƵĐĞ ĂĐƚƵĂů ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ͖

ϱ͘ ƚŚĞ ŵĞĂŶ ĞĚĚǇ ƟŵĞͲƐĐĂůĞ ⌧
l

ŝƐ ĞƐƟŵĂƚĞĚ ĐŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ Ă ŵƵůƟĨƌĂĐƚĂů ĚĞƐĐƌŝƉƟŽŶ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ǁŝƚŚ ŝŶƚĞƌͲ
ŵŝƩĞŶĐǇ͖

ϲ͘ Ă ĚŝƐĐƌĞƚĞ ƐĞƚ ŽĨ ƐĐĂůĞƐ ŝƐ ƌĞĐƵƌƐŝǀĞůǇ ŐĞŶĞƌĂƚĞĚ͘

tŝƚŚ ƚŚĞƐĞ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ͕ ƚŚĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĐĂƐĐĂĚĞ ŵŽĚĞů ĞƐƟŵĂƚĞƐ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ĨƌĂĐƟŽŶ ŽĨ ŇĂŵĞ ƐƵƌĨĂĐĞ ƵŶĚĞƌͲ
ŐŽŝŶŐ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĚƵƌŝŶŐ Ă ƟŵĞ ⌧
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q

✓
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�F
,

u

0
�
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◆
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1

2

�
1 + tanh

⇥
sgn[x]x2

⇤ 
, ;Ϯ͘ϯϮͿ

ǁŚĞƌĞ tanh ŝƐ ƚŚĞ ŚǇƉĞƌďŽůŝĐ ƚĂŶŐĞŶƚ ĨƵŶĐƟŽŶ͕ sgn ŝƐ ƚŚĞ ƐŝŐŶ ĨƵŶĐƟŽŶ͕ ĂŶĚ
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✓
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u

0
�

SL

◆
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✓
u

0
�
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◆
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✓
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�

�1

✓
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◆
, ;Ϯ͘ϯϯͿ
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g

✓
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�F

◆
=

✓
0.7 +

1

s

◆
e

�s +
�
1� e

�s

�
(1 + 0.36 s) ;Ϯ͘ϯϰͿ

s

✓
l�

�F

◆
= log10

✓
l�

�F

◆

ĂŶĚ

�

✓
l�

�F

◆
= 0.04 log10

✓
l�

�F

◆
. ;Ϯ͘ϯϱͿ

&ŝŶĂůůǇ͕ ƚŚĞ ĞǆƟŶĐƟŽŶ Žƌ ƐƚƌĞƚĐŚ ĨĂĐƚŽƌ G
ext

 1 ŝŶ �ƋŶ͘ ;ϭ͘ϯϮͿ ŝƐ ŝŶ ƚŚŝƐ ǁŽƌŬ ŵŽĚĞůĞĚ ĂƐ͗

G
ext

= 1� P
q

. ;Ϯ͘ϯϲͿ

dŚƌĞĞ G
ext

ŝƐŽůŝŶĞƐ ŽĨ ƚŚĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĐĂƐĐĂĚĞ ŵŽĚĞů ĂƌĞ ƐŚŽǁŶ ŝŶ &ŝŐ͘ Ϯ͘Ϯ͕ ǁŚĞƌĞ ƚŚĞǇ ĂƌĞ ĐŽŵƉĂƌĞĚ ǁŝƚŚ ƚŚĞ
ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ŝƐŽůŝŶĞƐ ŽĨ �ƌĂǇΖƐ ƐƚƌĞƚĐŚ ĨĂĐƚŽƌ ĂŶĚ ƚŚĞ <ůŝŵŽǀͲtŝůůŝĂŵƐ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͘ /Ŷ ƉĂƌƟĐƵůĂƌ͕ ƚŚĞ ƚŚƌĞĞ ƌĞĚ ůŝŶĞƐ
ĐŽƌƌĞƐƉŽŶĚŝŶŐ ƚŽ G

ext

= 0.99 ĨŽƌ ƚŚĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĐĂƐĐĂĚĞ ŵŽĚĞů ĂŶĚ �ƌĂǇΖƐ ƐƚƌĞƚĐŚ ĨĂĐƚŽƌ ĂŶĚ ƚŽKa

⌘

= 1 ĨŽƌ
ƚŚĞ <ůŝŵŽǀͲtŝůůŝĂŵƐ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͕ ƐŚŽƵůĚ ďĞ ĐŽŵƉĂƌĞĚ͘ �ďŽǀĞ ƚŚĞƐĞ ƌĞĚ ůŝŶĞƐ ĞǆƟŶĐƟŽŶ ŝƐ ƉƌĞĚŝĐƚĞĚ Ăƚ ĚŝīĞƌĞŶƚ
ůĞǀĞůƐ ďǇ ƚŚĞƐĞ ŵŽĚĞůƐ͘ dŚĞ ĞǆƟŶĐƟŽŶ ƌĞŐŝŽŶ ƉƌĞĚŝĐƚĞĚ ďǇ ƚŚĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ĐĂƐĐĂĚĞ ŵŽĚĞů ŚĂƐ ďĞĞŶ ǀĂůŝĚĂƚĞĚ
ǁŝƚŚ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚĂů ĚĂƚĂ ϵ͕ ϯϯ͕ ϰϮ͕ ŚĞŶĐĞ͕ ŚŝŐŚ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶƐ ĂƌĞ ƌĞƋƵŝƌĞĚ ƚŽ ƉƌŽĚƵĐĞ ůŽĐĂůŝǌĞĚ ŇĂŵĞ
ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ͘

Ϯϲ



&ŝŐƵƌĂ Ϯ͘ϯ͗ /ŶƐƚĂŶƚĂŶĞŽƵƐ K, ƌĂĚŝĐĂů ŵĂƐƐ ĨƌĂĐƟŽŶ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶ ŽŶ Ă ƉůĂŶĞ ĨƌŽŵ ƚŚĞ >ĂƌŐĞ �ĚĚǇ ^ŝŵƵůĂƟŽŶ ŽĨ
ƚŚĞ W^/ ƚĞƐƚ ĐĂƐĞ͘

/ƚ ǁĂƐ ŝŶŝƟĂůůǇ ƉůĂŶŶĞĚ ƚŽ ǀĂůŝĚĂƚĞ ƚŚĞ ŶĞǁ ƐƵŐŐĞƐƚĞĚŵŽĚĞů ǁŝƚŚ Ă ƚĞƐƚ ĐĂƐĞ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚĂůůǇ ƐƚƵĚŝĞĚ Ăƚ W^/ ϰϯ͕
ĐŽŶƐŝƐƟŶŐ ŝŶ Ă ĐŽŶĮŶĞĚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƐǇŶŐĂƐ ͬ Ăŝƌ ŇĂŵĞ Ăƚ 5 ďĂƌ͕ Ă ƉŝĐƚƵƌĞ ŽĨ ǁŚŝĐŚ ŝƐ ƌĞƉŽƌƚĞĚ ŝŶ &ŝŐ͘
Ϯ͘ϯ͘ dŚŝƐ ƚĞƐƚ ĐĂƐĞ ŝƐ ĐůŽƐĞ ƚŽ ŐĂƐ ƚƵƌďŝŶĞ ŝŶĚƵƐƚƌŝĂů ĂƉƉůŝĐĂƟŽŶƐ ;ĂƉĂƌƚ ĨƌŽŵ ƐǁŝƌůŝŶŐͿ ĂŶĚ ůĞƚƐ ĂůƐŽ ƚŽ ĂŶĂůǇǌĞ
ƚŚĞ ĞīĞĐƚƐ ĚƵĞ ƚŽ ƚŚĞ ƉƌĞƐĞŶĐĞ ŽĨ ŚǇĚƌŽŐĞŶ͘ ,ŽǁĞǀĞƌ͕ ƚŚĞ ĂǀĂŝůĂďůĞ ŵĞĂƐƵƌĞŵĞŶƚƐ ĂƌĞ ŶŽƚ ƐƵĸĐŝĞŶƚ ĨŽƌ Ă
ĐŽŵƉůĞƚĞ ǀĂůŝĚĂƟŽŶ ŽĨ Ă ŶĞǁ ŵŽĚĞů͘
,ĞŶĐĞ͕ ŝƚ ǁĂƐ ĚĞĐŝĚĞĚ ƚŽ ůŽŽŬŝŶŐ ĨŽƌ ŽƚŚĞƌ ĐĂƐĞƐ ŝŶ ůŝƚĞƌĂƚƵƌĞ͘ dǁŽ ƚĞƐƚ ĐĂƐĞƐ ǁĞƌĞ ƐĞůĞĐƚĞĚ͕ ŚĞƌĞ ŶĂŵĞĚ ĂƐ

��>> ĂŶĚ ^�E�/�͘ dŚĞƐĞ ĐĂƐĞƐ ŚĂǀĞ ŵĂŶǇ ŶƵŵĞƌŝĐĂů ĂŶĚ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚĂů ĚĂƚĂ ƚŽ ĐŽŵƉĂƌĞ ǁŝƚŚ͘ �ŽƚŚ ĂƌĞ ƐůŽƚ
ďƵƌŶĞƌƐ ƚŚĂƚ ƉƌŽĚƵĐĞ ĂŶ ƵŶĐŽŶĮŶĞĚ �ƵŶƐĞŶ ŇĂŵĞ Ăƚ ϭ Ăƚŵ ĂŶĚ ĐŽŶƐŝƐƚ ŽĨ ƚŚƌĞĞ ĂĚũĂĐĞŶƚ ƌĞĐƚĂŶŐƵůĂƌ ďƵƌŶĞƌƐ͗
ƚŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ŽŶĞ ŝŶũĞĐƚƐ Ă ĨƌĞƐŚ ŵŝǆƚƵƌĞ ŽĨ ŵĞƚŚĂŶĞ ĂŶĚ Ăŝƌ͕ ǁŚŝůĞ ƚŚĞ ƚǁŽ ƐŝĚĞ ďƵƌŶĞƌƐ ŝŶũĞĐƚ ŚŽƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ
ƉƌŽĚƵĐƚƐ ŽĨ ƚŚĞ ƐĂŵĞ ĐĞŶƚƌĂů ŵŝǆƚƵƌĞ͘ dŚĞǇ ĂƌĞ ĨŽƌŵĂůůǇ ƐŝŵŝůĂƌ͕ ďƵƚ ǁŝƚŚ ĚŝīĞƌĞŶƚ ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌƐ ĂŶĚ
ƚŚĞŶ ĚŝīĞƌĞŶƚ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ůĞǀĞůƐ͘ �ƉĂƌƚ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ĂǀĂŝůĂďůĞ ĞǆƉĞƌŝŵĞƚĂů ĂŶĚ ŶƵŵĞƌŝĐĂů ĚĂƚĂ ƚŽ ĐŽŵƉĂƌĞ ǁŝƚŚ͕
ƚŚĞƐĞ ƚĞƐƚ ĐĂƐĞƐ ǁĞƌĞ ĐŚŽƐĞŶ ďĞĐĂƵƐĞ Ă ƐůŽƚ �ƵŶƐĞŶ ŇĂŵĞ ƌĞƉƌĞƐĞŶƚƐ ŽŶĞ ŽĨ ƚŚĞ ŵĂũŽƌ ĐĂƚĞŐŽƌŝĞƐ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶƚ
ƉƌĞŵŝǆĞĚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ͘
dŚĞ ��>> ƚĞƐƚ ĐĂƐĞ ǁĂƐ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚĂůůǇ ŝŶǀĞƐƟŐĂƚĞĚ Ăƚ ƚŚĞ �ĞƉĂƌƚŵĞŶƚ ŽĨ DĞĐŚĂŶŝĐĂů �ŶŐŝŶĞĞƌŝŶŐ ŽĨ ƚŚĞ

WƵƌĚƵĞ hŶŝǀĞƌƐŝƚǇ;h^�Ϳ ϰϰ͕ ĂŶĚ ŶƵŵĞƌŝĐĂůůǇ ƐƚƵĚŝĞĚ ďǇ ŵĞĂŶƐ ŽĨ �ŝƌĞĐƚ EƵŵĞƌŝĐĂů ^ŝŵƵůĂƟŽŶ Ăƚ ƚŚĞ �ĞŶƚĞƌ
ĨŽƌ �ŽŵƉƵƚĂƟŽŶĂů ^ĐŝĞŶĐĞ ĂŶĚ �ŶŐŝŶĞĞƌŝŶŐ ŽĨ ƚŚĞ >ĂǁƌĞŶĐĞ �ĞƌŬĞůĞǇ EĂƟŽŶĂů >ĂďŽƌĂƚŽƌǇ ϰϱ͘ dŚĞ ĐĞŶƚƌĂů
ďƵƌŶĞƌ ĂŶĚ ƚŚĞ ƚǁŽ ƐŝĚĞ ďƵƌŶĞƌƐ ĂƌĞ ƐĞƉĂƌĂƚĞĚ ďǇ ƚǁŽ 2ŵŵ ƐŝĚĞǁĂůůƐ͖ ĞĂĐŚ ŽĨ ƚŚĞ ƚŚƌĞĞ ďƵƌŶĞƌƐ ŚĂƐ Ă ĐƌŽƐƐͲ
ƐĞĐƟŽŶ ŽĨ 2.5 ⇥ 5 ĐŵϮ ĂŶĚ Ă ůĞŶŐƚŚ ŽĨ 20 Đŵ ĂŶĚ ĂƌĞ ĨĞĚ ǁŝƚŚ Ă ƐƚŽŝĐŚŝŽŵĞƚƌŝĐ ŵŝǆƚƵƌĞ ŽĨ ŵĞƚŚĂŶĞ ĂŶĚ Ăŝƌ͘
dŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ďƵƌŶĞƌ ŝƐ ƵƐĞĚ ƚŽ ĐƌĞĂƚĞ ƚŚĞ �ƵŶƐĞŶ ŇĂŵĞ͕ ǁŚŝůĞ ƚŚĞ ƐŝĚĞ ďƵƌŶĞƌƐ ĐŽŶƚĂŝŶ ŇĂƚ ŇĂŵĞƐ ƚŽ ƉƌŽĚƵĐĞ
ŚŽƚ ƉƌŽĚƵĐƚƐ Ăƚ ƚŚĞ ƐĂŵĞ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŽĨ ƚŚĞ ƉƌŽĚƵĐƚƐ ŽĨ ƚŚĞ �ƵŶƐĞŶ ŇĂŵĞ͖ ƚŚŝƐ ƐƚƌĂƚĞŐǇ ĂǀŽŝĚƐ ƐŚĞĂƌ ůĂǇĞƌƐ͕ ĂŶĚ
ƵŶǁĂŶƚĞĚ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ͕ ƚŚĂƚ ĐŽƵůĚ ďĞ ŽƌŝŐŝŶĂƚĞĚ Ăƚ ƚŚĞ ďŽƵŶĚĂƌŝĞƐ ǁŚĞŶ ƚŚĞ ƉƌŽĚƵĐƚƐ ŵĞĞƚ ƚŚĞ ƌŽŽŵ Ăŝƌ͘ dŚĞ
ĐŽŵƉƵƚĂƟŽŶĂů ĚŽŵĂŝŶ ŝƐ 7.5⇥ 5⇥ 10 Đŵϯ ;x, y, z͕ z ďĞŝŶŐ ƚŚĞ ƐƚƌĞĂŵǁŝƐĞ ĚŝƌĞĐƟŽŶͿ ĂŶĚ ďĞŐŝŶƐ Ăƚ ƚŚĞ ďƵƌŶĞƌ
Ğǆŝƚ͘ WĞƌŝŽĚŝĐ ĐŽŶĚŝƟŽŶƐ ĂƌĞ ĂƉƉůŝĞĚ ĂůŽŶŐ ƚŚĞ ŵŝŶŝŵƵŵ ƐŝǌĞ ;ƐƉĂŶǁŝƐĞͿ ĚŝƌĞĐƟŽŶ͕ y͘ dŚĞ ƌĞĂĐƚĂŶƚ ŵŝǆƚƵƌĞ
ǁŝƚŚ ĂŶ ĞƋƵŝǀĂůĞŶĐĞ ƌĂƟŽ ŽĨ� = 1 ŝƐ ŝŶũĞĐƚĞĚ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ƐůŽƚ ǁŝƚŚ Ă ďƵůŬ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŽĨ 3ŵƐ�ϭ ĂŶĚ Ăƚ 298 <͘
dŚĞ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŽĨ ƚŚĞ ĐŽŇŽǁ ƐƚƌĞĂŵ ŝƐ 7ŵƐ�ϭ͘ dŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ũĞƚ ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌ ŝƐ Ϯϲϳϴ͕ ďĂƐĞĚ ŽŶ ƚŚĞ ǁŝĚƚŚ ŽĨ
ƚŚĞ ũĞƚ͕ 2.5 Đŵ͕ ŝƚƐ ďƵůŬ ǀĞůŽĐŝƚǇ͕ ĂŶĚ ƚŚĞ ĚǇŶĂŵŝĐ ǀŝƐĐŽƐŝƚǇ 2.8 ·10�5ŵϮ Ɛ�ϭ͘ dŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ũĞƚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ZĞǇŶŽůĚƐ
ŶƵŵďĞƌ ŝƐ ϱϲ͕ ďĂƐĞĚ ŽŶ ƚŚĞ ƌŵƐ ƐƚƌĞĂŵǁŝƐĞ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶ͕ 0.3ŵƐ�ϭ͕ ƚŚĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ƐĐĂůĞ͕ 5.2ŵŵ͕ ĂŶĚ ƚŚĞ
ƉƌĞǀŝŽƵƐ ĚǇŶĂŵŝĐ ǀŝƐĐŽƐŝƚǇ͘ dƵƌďƵůĞŶĐĞ Ăƚ ƚŚĞ ŝŶůĞƚ ŽĨ ƚŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ũĞƚ ŝƐ ŐĞŶĞƌĂƚĞĚ ŝŶ ƚŚĞ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚ ďǇ ŵĞĂŶƐ
ŽĨ Ă ŐƌŝĚ ŵĂĚĞ ŽĨ ƐƚĂŝŶůĞƐƐ ƐƚĞĞů ǁŝƌĞƐ ƚŚĂƚ ĂƌĞ Ϭ͘ϱ ŵŵ ŝŶ ĚŝĂŵĞƚĞƌ͕ ĂŶĚ ƚŚĂƚ ŚĂǀĞ ŽƉĞŶŝŶŐƐ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ǁŝƌĞƐ
ĞĂĐŚ ŽĨ 2 ⇥ 2ŵŵϮ͘ &ƌŽŵ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚƐ͕ ƚŚĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ůĞŶŐƚŚ ƐĐĂůĞ ŝƐ L

t

= 5.2ŵŵ ĂŶĚ ƚŚĞ <ŽůŵŽŐŽƌŽǀ ƐĐĂůĞ ŝƐ
⌘ = 0.2ŵŵ͘ dŚĞ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚ ĂŶĚ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ ĂƌĞ SL = 0.38ŵƐ�ϭ ĂŶĚ �F = 0.35ŵŵ͕
ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ͘ ,ĞŶĐĞ͕ u0

rms

/SL = 0.71 ĂŶĚ L

t

/�F = 14.85͘ /ŶůĞƚ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ŝŶ ƚŚĞ ƐŝŵƵůĂƟŽŶ ŝƐ ĂƌƟĮĐŝĂůͲ
ůǇ ƉƌŽĚƵĐĞĚ ďǇ ŵĞĂŶƐ ŽĨ Ă ƐǇŶƚŚĞƟĐ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ŐĞŶĞƌĂƚŽƌ ŝŵƉůĞŵĞŶƚĞĚ ĨƌŽŵ ϰϲ͘ /Ŷ ƉĂƌƟĐƵůĂƌ͕ ƚŚĞ ƐƉĂƟĂů

Ϯϳ
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Ă ď

&ŝŐƵƌĂ Ϯ͘ϰ͗ /ŶƐƚĂŶƚĂŶĞŽƵƐ ĮĞůĚƐ ŽĨ ƚŚĞ >ĂƌŐĞ �ĚĚǇ ^ŝŵƵůĂƟŽŶƐ ŽĨ ƚŚĞ ƚǁŽ ƐůŽƚ ďƵƌŶĞƌ ƚĞƐƚ ĐĂƐĞƐ͗ ;ĂͿ ��>>͕ ;ďͿ
^�E�/�͘ dŚĞ ƚƌĂŶƐǀĞƌƐĂů ŝŶůĞƚ ƉůĂŶĞ ŝŶ ďŽƚŚ ƉŝĐƚƵƌĞƐ ƐŚŽǁƐ ƚŚĞ ƐƚƌĞĂŵǁŝƐĞ ǀĞůŽĐŝƚǇ͕ ĞǀŝĚĞŶĐŝŶŐ ŝŶůĞƚ
ƚƵƌďƵůĞŶƚ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶƐ͘ dŚĞ ŝƐŽͲƐƵƌĨĂĐĞƐ ĂƌĞ ƌĞůĂƚĞĚ ƚŽ ƚĞŵƉĞƌĂƚƵƌĞ͗ ϭϵϬϬ < ŝŶ ;ĂͿ͕ ϭϭϬϬ͕ ϭϵϬϬ ĂŶĚ
ϮϬϱϬ < ŝŶ ;ďͿ͘

ĐŽƌƌĞůĂƟŽŶ ůĞŶŐƚŚ ƐĐĂůĞƐ ĂŶĚ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶƐ ƉƌŽǀŝĚĞĚ ĂƐ ŝŶƉƵƚ ƚŽ ƚŚŝƐ ŐĞŶĞƌĂƚŽƌ ĂƌĞ͗ L
zz

= 5.2ŵŵ͕
L

xx

= L

yy

= 2ŵŵ͕ u0
z

= 0.3ŵƐ�ϭ͕ u0
x

= u

0
y

= u

0
z

/1.3 = 0.263ŵƐ�ϭ͕ ŚĂǀŝŶŐ ƵƐĞĚ ƚǇƉŝĐĂů ĐŽƌƌĞůĂƟŽŶƐ
ĨŽƵŶĚ ŝŶ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ŇŽǁƐ ďĞŚŝŶĚ ŐƌŝĚƐ ϰϳ͕ Ɖ͘ ϵϰͲϵϵ͘
dŚĞ ^�E�/� ƚĞƐƚ ĐĂƐĞǁĂƐ ŶƵŵĞƌŝĐĂůůǇ ĚĞĮŶĞĚ ĂŶĚ ƐƚƵĚŝĞĚďǇŵĞĂŶƐ ŽĨ�ŝƌĞĐƚEƵŵĞƌŝĐĂů ^ŝŵƵůĂƟŽŶ Ăƚ ^ĂŶĚŝĂ

EĂƟŽŶĂů >ĂďŽƌĂƚŽƌŝĞƐ ϰϴ͕ ϰϵ ĂŶĚ ďǇ ŵĞĂŶƐ ŽĨ >ĂƌŐĞ �ĚĚǇ ^ŝŵƵůĂƟŽŶ Ăƚ ƚŚĞ �ĞƉƚ͘ ŽĨ DĞĐŚĂŶŝĐĂů �ŶŐŝŶĞĞƌŝŶŐ
ŽĨ ^ƚĂŶĨŽƌĚ hŶŝǀĞƌƐŝƚǇ ϱϬ͘ dŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ƐůŽƚ ŚĂƐ Ă ĐƌŽƐƐͲƐĞĐƟŽŶ ŽĨ 1.8⇥ 2.8ŵŵϮ͘ dŚĞ ĐŽŵƉƵƚĂƟŽŶĂů ĚŽŵĂŝŶ
ŝƐ 10 ⇥ 2.8 ⇥ 30ŵŵϯ ;x, y, z͕ z ďĞŝŶŐ ƚŚĞ ƐƚƌĞĂŵǁŝƐĞ ĚŝƌĞĐƟŽŶͿ͘ WĞƌŝŽĚŝĐ ĐŽŶĚŝƟŽŶƐ ĂƌĞ ĂƉƉůŝĞĚ ĂůŽŶŐ ƚŚĞ
ŵŝŶŝŵƵŵ ƐŝǌĞ ;ƐƉĂŶǁŝƐĞͿ ĚŝƌĞĐƟŽŶ͕ y͘ ^ƉĂƟĂů ƚƌĂŶƐŝƟŽŶ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ũĞƚ ƚŽ ƚŚĞ ĐŽŇŽǁ ĂůŽŶŐ ƚŚĞ x ĚŝƌĞĐͲ
ƟŽŶ ŝƐ ŽďƚĂŝŶĞĚ ďǇ ŵĞĂŶƐ ŽĨ Ă ŚǇƉĞƌďŽůŝĐ ƚĂŶŐĞŶƚ ĨƵŶĐƟŽŶ͘ dŚĞ ƌĞĂĐƚĂŶƚ ŵŝǆƚƵƌĞ ǁŝƚŚ ĂŶ ĞƋƵŝǀĂůĞŶĐĞ ƌĂƟŽ ŽĨ
� = 0.7 ŝƐ ŝŶũĞĐƚĞĚ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ƐůŽƚ ǁŝƚŚ Ă ďƵůŬ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŽĨ 100ŵƐ�ϭ ĂŶĚ Ăƚ 800 <͘ dŚĞ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŽĨ ƚŚĞ
ĐŽŇŽǁ ƐƚƌĞĂŵ ŝƐ 25ŵƐ�ϭ͘ dŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ũĞƚ ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌ ŝƐ ϮϭϬϬ͕ ďĂƐĞĚ ŽŶ ƚŚĞ ǁŝĚƚŚ ŽĨ ƚŚĞ ũĞƚ͕ 1.8ŵŵ͕ ŝƚƐ
ďƵůŬ ǀĞůŽĐŝƚǇ͕ ĂŶĚ ƚŚĞ ĚǇŶĂŵŝĐ ǀŝƐĐŽƐŝƚǇ 8.57 · 10�5ŵϮ Ɛ�ϭ͘ dŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ũĞƚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ZĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌ ŝƐ ϮϱϮ͕
ďĂƐĞĚ ŽŶ ƚŚĞ ƌŵƐ ǀĞůŽĐŝƚǇ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶ͕ 18ŵƐ�ϭ͕ ƚŚĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ƐĐĂůĞ͕ 1.2ŵŵ͕ ĂŶĚ ƚŚĞ ƉƌĞǀŝŽƵƐ ĚǇŶĂŵŝĐ ǀŝƐĐŽͲ
ƐŝƚǇ͘ dƵƌďƵůĞŶĐĞ Ăƚ ƚŚĞ ŝŶůĞƚ ŽĨ ƚŚĞ ĐĞŶƚƌĂů ũĞƚ ŝƐ ĨŽƌĐĞĚ ƚŽ ďĞ ŚŽŵŽŐĞŶĞŽƵƐ ĂŶĚ ŝƐŽƚƌŽƉŝĐ͘ dŚĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ůĞŶŐƚŚ
ƐĐĂůĞ ŝƐ L

t

= 1.2ŵŵ͕ ƚŚĂƚ ŝƐ ĂůƐŽ ƚŚĞ ůŽŶŐŝƚƵĚŝŶĂů ƐƉĂƟĂů ĐŽƌƌĞůĂƟŽŶ ůĞŶŐƚŚ͖ ƚŚĞ ƚƌĂŶƐǀĞƌƐĞ ƐƉĂƟĂů ĐŽƌƌĞůĂƟŽŶ
ůĞŶŐƚŚƐ ĂƌĞ ŚĂůĨ ŽĨ ƚŚĞ ůŽŶŐŝƚƵĚŝŶĂů ŽŶĞ͕ ĚƵĞ ƚŽ ƚŚĞ ŝƐŽƚƌŽƉǇ ĐŽŶĚŝƟŽŶ͘ dŚĞ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚ ĂŶĚ ŇĂŵĞ
ĨƌŽŶƚ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ Ăƚ ƚŚĞƐĞ ĐŽŶĚŝƟŽŶƐ ĂƌĞ SL = 1.8ŵƐ�ϭ ĂŶĚ �F = 0.3ŵŵ͕ ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ͘ ,ĞŶĐĞ͕ u0

rms

/SL = 10
ĂŶĚ L

t

/�F = 4͖ Ka

⌘

= 225͕ Da

I

L

t

= 0.4͕ ƚŚƵƐ ůŽĐĂƟŶŐ ƚŚŝƐ ŇĂŵĞ ŝŶƚŽ ƚŚĞ ďƌŽŬĞŶ ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞƐ ƌĞŐŝŵĞ ŽĨ
ƚŚĞ ƐƚĂŶĚĂƌĚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ĚŝĂŐƌĂŵ͕ ǁŚĞƌĞ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ŝƐ ĞǆƉĞĐƚĞĚ ƚŽ ƐƚƌŽŶŐůǇ ŝŶŇƵĞŶĐĞ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞ ƐƚƌƵĐͲ
ƚƵƌĞƐ͘ �ůƐŽ ŝŶ ƚŚŝƐ ƐŝŵƵůĂƟŽŶ ƚŚĞ ŚŽŵŽŐĞŶĞŽƵƐ ŝƐŽƚƌŽƉŝĐ ŝŶůĞƚ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ŝƐ ĂƌƟĮĐŝĂůůǇ ƉƌŽĚƵĐĞĚ ďǇ ŵĞĂŶƐ ŽĨ Ă
ƐǇŶƚŚĞƟĐ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ŐĞŶĞƌĂƚŽƌ ŝŵƉůĞŵĞŶƚĞĚ ĨƌŽŵ ϰϲ͘ /Ŷ ƉĂƌƟĐƵůĂƌ͕ ƚŚĞ ƐƉĂƟĂů ĐŽƌƌĞůĂƟŽŶ ůĞŶŐƚŚ ƐĐĂůĞƐ ĂŶĚ
ǀĞůŽĐŝƚǇ ŇƵĐƚƵĂƟŽŶƐ ƉƌŽǀŝĚĞĚ ĂƐ ŝŶƉƵƚ ƚŽ ƚŚŝƐ ŐĞŶĞƌĂƚŽƌ ĂƌĞ͗ L

zz

= 1.2ŵŵ͕ L
xx

= L

yy

= L

zz

/2 = 0.6ŵŵ͕
u

0
z

= u

0
x

= u

0
y

= 18ŵƐ�ϭ ǁŝƚŚ ŶŽ ƐŚĞĂƌ ƐƚƌĞƐƐĞƐ ;ƚŚĞ ZĞǇŶŽůĚƐ ƐƚƌĞƐƐ ƚĞŶƐŽƌ ŝƐ ĚŝĂŐŽŶĂůͿ ϱϭ͘
/ŶƐƚĂŶƚĂŶĞŽƵƐ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶƐ ŽĨ ƚŚĞ ŵĂŝŶ ƋƵĂŶƟƟĞƐ ŽĨ ƚŚĞ ƐƵŐŐĞƐƚĞĚ ŵŽĚĞů ĂƌĞ ƐŚŽǁŶ ŝŶ &ŝŐƐ͘ Ϯ͘ϱ ĂŶĚ Ϯ͘ϲ

ĨŽƌ ƚŚĞ ��>> ƚĞƐƚ ĐĂƐĞ͘ �ůƚŚŽƵŐŚ ƚŚĞ ůŽǁ ůŽĐĂů ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ůĞǀĞů͕ ƐĞǀĞƌĂů ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ĂƌĞ ĞǆƉĞƌŝĞŶĐĞĚ
ŝŶ ƚŚŝƐ ŇĂŵĞ͕ ĂŶĚ ĂůƐŽ ůŽĐĂůŝǌĞĚ ĞǆŝŶĐƟŽŶƐ ŵĂǇ ƚĂŬĞ ƉůĂĐĞ͕ ĂƐ ĞǀŝĚĞŶĐĞĚ ďǇ ƚŚĞ G

ext

ĨƵŶĐƟŽŶ͘ dĞŵƉĞƌĂƚƵƌĞ
ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶ ŝƐ ƵƐĞĚ ƚŽ ŵĂƌŬ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ƌĞŐŝŽŶ͘
/Ŷ ŽƌĚĞƌ ƚŽ ǀĂůŝĚĂƚĞ ƚŚĞ ŵŽĚĞů ƉƌĞƐĞŶƚĞĚ ŝŶ ƚŚŝƐ ǁŽƌŬ͕ ĚŝīĞƌĞŶƚ ƐŝŵƵůĂƟŽŶƐ ǁŝƚŚ ĚŝīĞƌĞŶƚ ƐƉĂƟĂů ƌĞƐŽůƵƟŽŶ

Ϯϴ



&ŝŐƵƌĂ Ϯ͘ϱ͗ /ŶƐƚĂŶƚĂŶĞŽƵƐ ƌĞĂĐƟŶŐ ǀŽůƵŵĞ ĨƌĂĐƟŽŶ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶ ĂůŽŶŐ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ŵŽĚĞůůĞĚ ƐƵďŐƌŝĚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ
ƌĞŐŝŵĞƐ͘ dŚŝƐ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶ ŝƐ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ƚŽ ƚŚĞ ŇŽǁĮĞůĚ ŽĨ ƚŚĞ ��>> ƚĞƐƚ ĐĂƐĞ ŝŶ &ŝŐ͘ Ϯ͘ϰĂ͘

ĂƌĞ ƌĞƋƵŝƌĞĚ͘ �ƵĞ ƚŽ ƚŚĞ ŵŽƌĞ ƟŵĞ ŶĞĞĚĞĚ ƚŽ ĚĞǀĞůŽƉ ƚŚĞ ƚŚĞŽƌĞƟĐĂů ƉĂƌƚ ĂŶĚ ƚŽ ĮŶĚ ŶĞǁ ƚĞƐƚ ĐĂƐĞƐ͕ ƚŚĞ
ǀĂůŝĚĂƟŽŶ ŝƐ ŶŽƚ ǇĞƚ ĐŽŶĐůƵĚĞĚ ĂŶĚ ǁŝůů ďĞ ƌƵŶ ĨŽƌ ƐŽŵĞ ŽƚŚĞƌ ĨĞǁ ŵŽŶƚŚƐ͘ �ŌĞƌ ƚŚŝƐ ĮƌƐƚ ǀĂůŝĚĂƟŽŶ ƉŚĂƐĞ͕
ĂůƐŽ ƚŚĞ W^/ ƚĞƐƚ ĐĂƐĞ ǁŝůů ďĞ ĐŽŶƐŝĚĞƌĞĚ ƚŽ ĂŶĂůǇǌĞ ƚŚĞ ĞīĞĐƚƐ ĚƵĞ ƚŽ ƚŚĞ ƉƌĞƐĞŶĐĞ ŽĨ ŚǇĚƌŽŐĞŶ͘

Ϯϵ



�ĐĐŽƌĚŽ Ěŝ WZK'Z�DD�D^�Ͳ�E��

Ă

ď

&ŝŐƵƌĂ Ϯ͘ϲ͗ /ŶƐƚĂŶƚĂŶĞŽƵƐ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶƐ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ƚŽ ƚŚĞ ŇŽǁĮĞůĚ ŽĨ ƚŚĞ ��>> ƚĞƐƚ ĐĂƐĞ ŝŶ &ŝŐ͘ Ϯ͘ϰĂ͘ /Ŷ ƉĂƌƟĐƵͲ
ůĂƌ͗ ;ĂͿ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ůŽĐĂů Da

I

� ĂŶĚ G
ext

ĨƵŶĐƟŽŶ ǀĞƌƐƵƐ ƚŚĞ ůŽĐĂů Re�͖ ;ďͿ ƐƉĞĐƚƌĂů ĚŝĂŐƌĂŵ
ƌĞƉŽƌƟŶŐ ĂůƐŽ ƚŚĞ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶ ŽĨ Re� ĂŶĚ �

⇤͘ dĞŵƉĞƌĂƚƵƌĞ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶ ŝƐ ĂůƐŽ ƐŚŽǁŶ ƚŽ ŵĂƌŬ ƚŚĞ
ƌĞŐŝŽŶ ƌĞůĂƚĞĚ ƚŽ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĨƌŽŶƚ͘

ϯϬ



ϭ tŝůůŝĂŵƐ &͘ �͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ dŚĞŽƌǇ͘ �ĚĚŝƐŽŶͲtĞƐůĞǇ WƵďůŝƐŚŝŶŐ �ŽŵƉĂŶǇ͕ ϮŶĚ ĞĚŝƟŽŶ͕ ϭϵϴϱ͘

Ϯ �ĂƌƌĞƌĞ D͘ DŽĚĞůĞƐ ĚĞ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ͘ ZĞǀƵĞ 'ĞŶ͘ dŚĞƌŵŝƋƵĞ͕ ϭϰϴ͗Ϯϵϱ͕ ϭϵϳϰ͘

ϯ �ƌĂǇ <͘E͘�͘ dƵƌďƵůĞŶƚ ŇŽǁƐǁŝƚŚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ƌĞĂĐƚĂŶƚƐ ŝŶ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƌĞĂĐƟŶŐ ŇŽǁƐ͘ /Ŷ >ŝďďǇ W͘�͘ ĂŶĚtŝůůŝĂŵƐ
&͘ �͕͘ ĞĚŝƚŽƌƐ͕ dŽƉŝĐƐ ŝŶ �ƉƉůŝĞĚ WŚǇƐŝĐƐ͕ ǀŽůƵŵĞ ϰϰ͕ ƉĂŐĞ ϭϭϱ͘ ^ƉƌŝŶŐĞƌ͕ ϭϵϴϬ͘

ϰ �ŽƌŐŚŝ Z͘ KŶ ƚŚĞ ƐƚƌƵĐƚƵƌĞ ĂŶĚ ŵŽƌƉŚŽůŽŐǇ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞƐ͘ /Ŷ �ƌƵŶŽ �͘ ĂŶĚ �ĂƐĐŝ �͕͘
ĞĚŝƚŽƌƐ͕ ZĞĐĞŶƚ �ĚǀĂŶĐĞƐ ŝŶ �ĞƌŽƐƉĂĐĞ ^ĐŝĞŶĐĞ͕ ƉĂŐĞ ϭϭϳ͘ WůĞŶƵŵ͕ ϭϵϴϱ͘

ϱ �ŽƌŐŚŝ Z͘ dƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŵŽĚĞůůŝŶŐ͘ WƌŽŐƌĞƐƐ ŝŶ �ŶĞƌŐǇ ĂŶĚ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ^ĐŝĞŶĐĞ͕ ϭϰ͗ϮϰϱͲͲϮϵϮ͕
ϭϵϴϴ͘

ϲ WĞƚĞƌƐ E͘ >ĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞůĞƚ ĐŽŶĐĞƉƚƐ ŝŶ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ͘ /Ŷ dǁĞŶƚǇ &ŝƌƐƚ ^ǇŵƉŽƐŝƵŵ ;/ŶƚĞƌŶĂƟŽŶĂůͿ

ŽŶ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͕ ƉĂŐĞ ϭϮϯϭ͕ WŝƩƐďƵƌŐ͕ ϭϵϴϲ͘ dŚĞ �ŽŵďƵƐƟŽŶ /ŶƐƟƚƵƚĞ͘

ϳ �ďĚĞůͲ'ĂǇĞĚ Z͘'͘ ĂŶĚ �ƌĂĚůĞǇ �͘ �ƌŝƚĞƌŝĂ ĨŽƌ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƉƌŽƉĂŐĂƟŽŶ ůŝŵŝƚƐ ŽĨ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞƐ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ

ĂŶĚ &ůĂŵĞ͕ ϲϮ͗ϲϭ͕ ϭϵϴϱ͘

ϴ �ďĚĞůͲ'ĂǇĞĚ Z͘'͘ ĂŶĚ �ƌĂĚůĞǇ �͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞƐ ĂŶĚ ƚŚĞ ƐƚƌĂŝŶŝŶŐ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞƐ͘
�ŽŵďƵƐƟŽŶ ĂŶĚ &ůĂŵĞ͕ ϳϲ͗Ϯϭϯ͕ ϭϵϴϵ͘

ϵ WŽŝŶƐŽƚ d͘ ͕ sĞǇŶĂŶƚĞ �͕͘ ĂŶĚ �ĂŶĚĞů ^͘ YƵĞŶĐŚŝŶŐ ƉƌŽĐĞƐƐĞƐ ĂŶĚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ
ĚŝĂŐƌĂŵƐ͘ :ŽƵƌŶĂů ŽĨ &ůƵŝĚ DĞĐŚĂŶŝĐƐ͕ ϮϮϴ͗ϱϲϭͲͲϲϬϲ͕ ϭϵϵϭ͘

ϭϬ �ŚŽŵŝĂŬ :͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͗ � ƐƚƵĚǇ ŝŶ dŚĞŽƌǇ͕ &ĂĐƚ ĂŶĚ �ƉƉůŝĐĂƟŽŶ͘ �ďĂĐƵƐ WƌĞƐƐ ͬ 'ŽƌĚŽŶ ĂŶĚ �ƌĞĂĐŚ
^ĐŝĞŶĐĞ WƵďůŝƐŚĞƌƐ͕ EĞǁ zŽƌŬ͕ ϭϵϵϬ͘

ϭϭ �ĂƌĂďŝŚĂ E͕͘ �ĂŶĚĞů ^͕͘ ĂŶĚ DĂƌďůĞ &͘ dŚĞ ĞīĞĐƚ ŽĨ ƐƚƌĂŝŶ ƌĂƚĞ ŽŶ Ă ƉƌĞŵŝǆĞĚ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ

ĂŶĚ &ůĂŵĞ͕ ϲϰ͗ϮϬϯ͕ ϭϵϴϲ͘

ϭϮ 'ŝŽǀĂŶŐŝŐůŝ s͘ ĂŶĚ ^ŵŽŽŬĞ D͘�͘ �ǆƟŶĐƟŽŶ ŽĨ ƐƚƌĂŝŶĞĚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞƐ ǁŝƚŚ ĐŽŵƉůĞǆ ĐŚĞŵŝƐƚƌǇ͘
�ŽŵďƵƐƟŽŶ ^ĐŝĞŶĐĞ ĂŶĚ dĞĐŚŶŽůŽŐǇ͕ ϱϯ͗Ϯϯ͕ ϭϵϴϳ͘

ϭϯ /ƐŚŝǌƵŬĂ ^͘ ĂŶĚ >Ăǁ �͘<͘ �Ŷ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚĂů ƐƚƵĚǇ ŽŶ ĞǆƟŶĐƟŽŶ ŽĨ ƐƚƌĞƚĐŚĞĚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞƐ͘ /ŶEŝŶĞƚĞĞŶƚŚ
^ǇŵƉŽƐŝƵŵ ;/ŶƚĞƌŶĂƟŽŶĂůͿ ŽŶ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͕ ƉĂŐĞ ϯϮϳ͕ WŝƩƐďƵƌŐ͕ ϭϵϴϮ͘ dŚĞ �ŽŵďƵƐƟŽŶ /ŶƐƟƚƵƚĞ͘

ϭϰ ^ĂƚŽ :͘ �īĞĐƚƐ ŽĨ ůĞǁŝƐ ŶƵŵďĞƌ ŽŶ ĞǆƟŶĐƟŽŶ ďĞŚĂǀŝŽƌ ŽĨ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞƐ ŝŶ Ă ƐƚĂŐŶĂƟŽŶ ŇŽǁ͘ /Ŷ
EŝŶĞƚĞĞŶƚŚ ^ǇŵƉŽƐŝƵŵ ;/ŶƚĞƌŶĂƟŽŶĂůͿ ŽŶ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͕ ƉĂŐĞ ϭϱϰϭ͕ WŝƩƐďƵƌŐ͕ ϭϵϴϮ͘ dŚĞ �ŽŵďƵƐƟŽŶ
/ŶƐƟƚƵƚĞ͘

ϭϱ >Ăǁ �͘<͕͘ �ŚƵ �͘>͕͘ ĂŶĚ zƵ '͘ WƌŽƉĂŐĂƟŽŶ ĂŶĚ ĞǆƟŶĐƟŽŶ ŽĨ ƐƚƌĞƚĐŚĞĚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞƐ͘ /Ŷ dǁĞŶƚǇ &ŝƌƐƚ

^ǇŵƉŽƐŝƵŵ ;/ŶƚĞƌŶĂƟŽŶĂůͿ ŽŶ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͕ ƉĂŐĞ ϭϰϭϵ͕ WŝƩƐďƵƌŐ͕ ϭϵϴϲ͘ dŚĞ �ŽŵďƵƐƟŽŶ /ŶƐƟƚƵƚĞ͘

ϭϲ �ĂŶĚĞů ^͘ ĂŶĚ WŽŝŶƐŽƚ d͘ &ůĂŵĞ ƐƚƌĞƚĐŚ ĂŶĚ ƚŚĞ ďĂůĂŶĐĞ ĞƋƵĂƟŽŶ ĨŽƌ ƚŚĞ ŇĂŵĞ ĂƌĞĂ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ^ĐŝĞŶĐĞ

ĂŶĚ dĞĐŚŶŽůŽŐǇ͕ ϳϬ͗ϭ͕ ϭϵϵϬ͘

ϭϳ >ŝďďǇ W͘ ͕ >ŝŶĂŶ �͕͘ ĂŶĚ tŝůůŝĂŵƐ &͘ ^ƚƌĂŝŶĞĚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞƐ ǁŝƚŚ ŶŽŶͲƵŶŝƚǇ ůĞǁŝƐ ŶƵŵďĞƌ͘
�ŽŵďƵƐƟŽŶ ^ĐŝĞŶĐĞ ĂŶĚ dĞĐŚŶŽůŽŐǇ͕ ϯϰ͗Ϯϱϳ͕ ϭϵϴϯ͘

ϯϭ



�ĐĐŽƌĚŽ Ěŝ WZK'Z�DD�D^�Ͳ�E��

ϭϴ <ĂƌůŽǀŝƚǌ �͘ dƵƌďƵůĞŶƚ ŇĂŵĞƐ͘ /Ŷ &ŽƵƌƚŚ ^ǇŵƉŽƐŝƵŵ ;/ŶƚĞƌŶĂƟŽŶĂůͿ ŽŶ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͕ ƉĂŐĞƐ ϲϭϯͲͲϲϮϬ͕
�ĂůƟŵŽƌĞ͕ ϭϵϱϯ͘ dŚĞ �ŽŵďƵƐƟŽŶ /ŶƐƟƚƵƚĞ͘

ϭϵ 'ůĂƐƐŵĂŶ /͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͘ �ĐĂĚĞŵŝĐ WƌĞƐƐ͕ ^ĂŶ �ŝĞŐŽ͕ ϯƌĚ ĞĚŝƟŽŶ͕ ϭϵϵϲ͘

ϮϬ <ŽůŵŽŐŽƌŽǀ �͘E͘ �ŽŬů͘ �ŬĂĚ͘ EĂƵŬ ^^^Z͕ ϯϬ͗Ϯϵϵ͕ ϭϵϰϭ͘

Ϯϭ WĞƚĞƌƐ E͘ dŚĞ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ďƵƌŶŝŶŐ ǀĞůŽĐŝƚǇ ĨŽƌ ůĂƌŐĞͲƐĐĂůĞ ĂŶĚ ƐŵĂůůͲƐĐĂůĞ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ͘ :ŽƵƌŶĂů ŽĨ &ůƵŝĚ

DĞĐŚĂŶŝĐƐ͕ ϯϴϰ͗ϭϬϳͲͲϭϯϮ͕ ϭϵϵϵ͘

ϮϮ WĞƚĞƌƐ E͘ dƵƌďƵůĞŶƚ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͘ �ĂŵďƌŝĚŐĞ͕ ϮϬϬϬ͘

Ϯϯ �ŝƌĚ Z͘�͕͘ ^ƚĞǁĂƌƚ t͘�͕͘ ĂŶĚ >ŝŐŚƞŽŽƚ �͘E͘ dƌĂŶƐƉŽƌƚ WŚĞŶŽŵĞŶĂ͘ :ŽŚŶ tŝůĞǇ ĂŶĚ ^ŽŶƐ͕ EĞǁ zŽƌŬ͕ ϮŶĚ
ĞĚŝƟŽŶ͕ ϮϬϬϮ͘

Ϯϰ <ƵŽ <͘<͘ WƌŝŶĐŝƉůĞƐ ŽĨ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͘ :ŽŚŶ tŝůĞǇ Θ ^ŽŶƐ͕ EĞǁ zŽƌŬ͕ ϭϵϴϲ͘

Ϯϱ �ŽŵŝŶŐŽ W͘ ͕ sĞƌǀŝƐĐŚ >͕͘ WĂǇĞƚ ^͕͘ ĂŶĚ ,ĂƵŐƵĞů Z͘ �E� ŽĨ Ă ƉƌĞŵŝǆĞĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ s ŇĂŵĞ ĂŶĚ >�^ ŽĨ Ă
ĚƵĐƚĞĚ ŇĂŵĞ ƵƐŝŶŐ Ă &^�ͲW�& ƐƵďŐƌŝĚ ƐĐĂůĞ ĐůŽƐƵƌĞ ǁŝƚŚ &W/ͲƚĂďƵůĂƚĞĚ ĐŚĞŵŝƐƚƌǇ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ĂŶĚ &ůĂŵĞ͕
ϭϰϯ͗ϱϲϲͲͲϱϴϲ͕ ϮϬϬϱ͘

Ϯϲ 'ƺůĚĞƌ P͘>͕͘ ^ŵĂůůǁŽŽĚ '͘:͕͘ tŽŶŐ Z͕͘ ^ŶĞůůŝŶŐ �͘Z͕͘ ĂŶĚ ^ŵŝƚŚ Z͘ &ůĂŵĞ ĨƌŽŶƚ ƐƵƌĨĂĐĞ ĐŚĂƌĂĐƚĞƌŝƐƟĐƐ ŝŶ
ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ƉƌŽƉĂŶĞͬĂŝƌ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ĂŶĚ &ůĂŵĞ͕ ϭϮϬ͗ϰϬϳͲͲϰϭϲ͕ ϮϬϬϬ͘

Ϯϳ 'ŝĂĐŽŵĂǌǌŝ �͕͘ �ĂƩĂŐůŝĂ s͘ ͕ ĂŶĚ �ƌƵŶŽ �͘ dŚĞ ĐŽƵƉůŝŶŐ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ĂŶĚ ĐŚĞŵŝƐƚƌǇ ŝŶ Ă ƉƌĞŵŝǆĞĚ
ďůƵīͲďŽĚǇ ŇĂŵĞ ĂƐ ƐƚƵĚŝĞĚ ďǇ >�^͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ĂŶĚ &ůĂŵĞ͕ ϭϯϴ;ϰͿ͗ϯϮϬͲͲϯϯϱ͕ ϮϬϬϰ͘

Ϯϴ 'ŝĂĐŽŵĂǌǌŝ �͕͘ &ĂǀŝŶŝ �͕͘ �ƌƵŶŽ �͕͘ WŝĐĐŚŝĂ &͘ Z͕͘ ĂŶĚ �ƌĐŝĚŝĂĐŽŶŽ E͘ >�^ ŽĨ ,Ϯͬ�,ϰͬ�ŝƌ ƚƵƌďƵůĞŶƚ
ŶŽŶͲƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞ͘ /Ŷ �ƵƌŽƉĞĂŶ �ŽŵďƵƐƟŽŶ DĞĞƟŶŐ͕ ϮϱͲϮϴ KĐƚŽďĞƌ ϮϬϬϯ͘ KƌůĞĂŶƐ͕ &ƌĂŶĐĞ͘

Ϯϵ 'ŝĂĐŽŵĂǌǌŝ �͕͘ WŝĐĐŚŝĂ &͘ Z͕͘ �ƌĐŝĚŝĂĐŽŶŽ E͕͘ �ĞĐĞƌĞ �͕͘ �ŽŶĂƚŽ &͘ ͕ ĂŶĚ &ĂǀŝŶŝ �͘ hŶƐƚĞĂĚǇ ƐŝŵƵůĂƟŽŶ ŽĨ
Ă �Kͬ,ϮͬEϮͬ�ŝƌ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ŶŽŶͲƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ dŚĞŽƌǇ ĂŶĚ DŽĚĞůŝŶŐ͕ ϭϮ;ϲͿ͗ϭϭϮϱͲͲϭϭϱϮ͕
ϮϬϬϴ͘

ϯϬ 'ŝĂĐŽŵĂǌǌŝ �͕͘ �ĞĐĞƌĞ �͕͘ �ŽŶĂƚŽ &͘ ͕ WŝĐĐŚŝĂ &͘ Z͕͘ �ƌĐŝĚŝĂĐŽŶŽ E͕͘ �ĂŶŝĞůĞ ^͕͘ ĂŶĚ :ĂŶƐŽŚŶ W͘ >�^ ĂŶĂůǇƐŝƐ
ŽĨ Ă ƐǇŶŐĂƐ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ĚƵŵƉͲĐŽŵďƵƐƚŽƌ Ăƚ ϱ ďĂƌ͘ /Ŷ yyy/// �ǀĞŶƚ ŽĨ ƚŚĞ /ƚĂůŝĂŶ ^ĞĐƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ

�ŽŵďƵƐƟŽŶ /ŶƐƟƚƵƚĞ ĂŶĚ // ^ϰ&�͕ ŚƩƉ͗ͬͬǁǁǁ͘ĐŽŵďƵƐƟŽŶŝŶƐƟƚƵƚĞ͘ŝƚ͕ ϭϳͲϮϬ :ƵŶĞ ϮϬϭϬ͘ /ƐĐŚŝĂ͕ /ƚĂůǇ͘

ϯϭ 'ƵůĚĞƌ K͘>͘ ĂŶĚ ^ŵĂůůǁŽŽĚ'͘:͘ /ŶŶĞƌ ĐƵƚŽī ƐĐĂůĞ ŽĨ ŇĂŵĞ ƐƵƌĨĂĐĞǁƌŝŶŬůŝŶŐ ŝŶ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞƐ͘
�ŽŵďƵƐƟŽŶ ĂŶĚ &ůĂŵĞ͕ ϭϬϯ͗ϭϬϳͲͲϭϭϰ͕ ϭϵϵϱ͘

ϯϮ ZŽďĞƌƚƐ t͘>͕͘ �ƌŝƐĐŽůů :͘&͘ ͕ �ƌĂŬĞ D͘�͕͘ ĂŶĚ 'ŽƐƐ >͘W͘ /ŵĂŐĞƐ ŽĨ ƚŚĞ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ŽĨ Ă ŇĂŵĞ ďǇ Ă ǀŽƌƚĞǆ͗ ƚŽ
ƋƵĂŶƟĨǇ ƌĞŐŝŵĞƐ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ĂŶĚ &ůĂŵĞ͕ ϵϰ͗ϱϴͲͲϲϵ͕ ϭϵϵϯ͘

ϯϯ WŽŝŶƐŽƚ d͘ ĂŶĚ sĞǇŶĂŶƚĞ �͘ dŚĞŽƌĞƟĐĂů ĂŶĚ EƵŵĞƌŝĐĂů �ŽŵďƵƐƟŽŶ͘ �ĚǁĂƌĚƐ͕ WŚŝůĂĚĞůƉŚŝĂ͕ ϮŶĚ ĞĚŝƟŽŶ͕
ϮϬϬϱ͘

ϯϰ �ŝŵŽŶƚ s>͘ dŚĞ ƚŚĞŽƌǇ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ Ăƚ ŚŝŐŚ ƌĞǇŶŽůĚƐ ŶƵŵďĞƌƐ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ �ǆƉůŽƐŝŽŶƐ ĂŶĚ

^ŚŽĐŬ tĂǀĞƐ͕ ϭϱ͗ϯϬϱͲͲϯϭϭ͕ ϭϵϳϵ͘

ϯϱ �ŝŵŽŶƚ s>͘ĂŶĚ ĂŶĚ >ŝƉĂƚŶŝŬŽǀ �͘E͘ � ŶƵŵĞƌŝĐĂů ŵŽĚĞů ŽĨ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŽĨ ŐĂƐĞƐ͘ �ŚĞŵ͘

WŚǇƐ͘ ZĞƉŽƌƚƐ͕ ϭϰ;ϳͿ͗ϵϵϯͲͲϭϬϮϱ͕ ϭϵϵϱ͘

ϯϲ �ŝŵŽŶƚ s>͘ĂŶĚ �ŝĂŐŝŽůŝ &͘ ĂŶĚ ^ǇĞĚ <͘ DŽĚĞůůŝŶŐ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŝŶ ƚŚĞ ŝŶƚĞƌŵĞĚŝĂƚĞ
ƐƚĞĂĚǇ ƉƌŽƉĂŐĂƟŽŶ ƌĞŐŝŵĞ͘ WƌŽŐƌĞƐƐ ŝŶ �ŽŵƉƵƚĂƟŽŶĂů &ůƵŝĚ �ǇŶĂŵŝĐƐ͕ ϭ;ϭͲϯͿ͗ϭϰͲͲϮϴ͕ ϮϬϬϭ͘

ϯϳ >ŝƉĂƚŶŝŬŽǀ �͘E͘ ĂŶĚ �ŚŽŵŝĂŬ :͘ dƵƌďƵůĞŶƚ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚ ĂŶĚ ƚŚŝĐŬŶĞƐƐ͗ WŚĞŶŽŵĞŶŽůŽŐǇ͕ ĞǀĂůƵĂƟŽŶ͕ ĂŶĚ
ĂƉůůŝĐĂƟŽŶ ŝŶ ŵƵůƟͲĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů ƐŝŵƵůĂƟŽŶƐ͘ WƌŽŐƌĞƐƐ ŝŶ �ŶĞƌŐǇ ĂŶĚ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ^ĐŝĞŶĐĞ͕ Ϯϴ͗ϭͲͲϳϰ͕ ϮϬϬϮ͘

ϯϮ



ϯϴ �ƌĂǇ <͘E͘�͘ DĞƚŚŽĚƐ ŽĨ ŝŶĐůƵĚŝŶŐ ƌĞĂůŝƐƟĐ ĐŚĞŵŝĐĂů ƌĞĂĐƟŽŶŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ŝŶ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶŵŽĚĞůƐ͘
/Ŷ :ĂŐĞƌ t͕͘ ĞĚŝƚŽƌ͕ �ŽŵƉůĞǆ �ŚĞŵŝĐĂů ZĞĂĐƟŽŶƐ ^ǇƐƚĞŵƐ͘ DĂƚŚĞŵĂƟĐĂů DŽĚĞůůŝŶŐ ĂŶĚ ^ŝŵƵůĂƟŽŶ͕ ƉĂŐĞƐ
ϯϱϲͲͲϯϳϱ͕ ,ĞŝĚĞůďĞƌŐ͕ ϭϵϴϳ͘ ^ƉƌŝŶŐĞƌ͘

ϯϵ ^ĂƚŚŝĂŚ W͘ ͕ ǀĂŶ ,ĂƌĞŶ ^͕͘ <ŽŵĞŶ �͕͘ ĂŶĚ ZŽĞŬĂĞƌƚƐ �͘ dŚĞ ƌŽůĞ ŽĨ ĐĨĚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ ŵŽĚĞůŝŶŐ ŝŶ ŚǇĚƌŽͲ
ŐĞŶ ƐĂĨĞƚǇ ŵĂŶĂŐĞŵĞŶƚͶŝŝ͗ sĂůŝĚĂƟŽŶ ďĂƐĞĚ ŽŶ ŚŽŵŽŐĞŶĞŽƵƐ ŚǇĚƌŽŐĞŶʹĂŝƌ ĞǆƉĞƌŝŵĞŶƚƐ͘ EƵĐůĞĂƌ

�ŶŐŝŶĞĞƌŝŶŐ ĂŶĚ �ĞƐŝŐŶ͕ ϮϱϮ͗ϮϴϵͲͲϯϬϮ͕ ϮϬϭϮ͘

ϰϬ ZŽŐŐ �͘ ZĞƐƉŽŶƐĞ ĂŶĚ ŇĂŵĞůĞƚ ƐƚƌƵĐƚƵƌĞ ŽĨ ƐƚƌĞƚĐŚĞĚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŵĞƚŚĂŶĞͬĂŝƌ ŇĂŵĞƐ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ĂŶĚ

&ůĂŵĞ͕ ϳϯ͗ϰϱͲͲϲϱ͕ ϭϵϴϴ͘

ϰϭ �ŝŵŽŶƚ s>͘ ĂŶĚ �ŝĂŐŝŽůŝ &͘ 'ƌĂĚŝĞŶƚ͕ ĐŽƵŶƚĞƌͲŐƌĂĚŝĞŶƚ ƚƌĂŶƐƉŽƌƚ ĂŶĚ ƚŚĞŝƌ ƚƌĂŶƐŝƟŽŶ ŝŶ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ
ŇĂŵĞƐ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ dŚĞŽƌǇ ĂŶĚ DŽĚĞůůŝŶŐ͕ ϲ͗ϳϵͲͲϭϬϭ͕ ϮϬϬϮ͘

ϰϮ DĞŶĞǀĞĂƵ �͘ ĂŶĚ WŽŝŶƐŽƚ d͘ ^ƚƌĞƚĐŚŝŶŐ ĂŶĚ ƋƵĞŶĐŚŝŶŐ ŽĨ ŇĂŵĞůĞƚƐ ŝŶ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĐŽŵďƵƐƟŽŶ͘
�ŽŵďƵƐƟŽŶ ĂŶĚ &ůĂŵĞ͕ ϴϲ͗ϯϭϭͲͲϯϯϮ͕ ϭϵϵϭ͘

ϰϯ �ĂŶŝĞůĞ ^͕͘ DĂŶƚǌĂƌĂƐ :͕͘ :ĂŶƐŽŚŶ W͘ ͕ �ĞŶŝƐŽǀ �͕͘ ĂŶĚ �ŽƵůŽƵĐŚŽƐ <͘ &ůĂŵĞ ĨƌŽŶƚͬƚƵƌďƵůĞŶĐĞ ŝŶƚĞƌĂĐƟŽŶ ĨŽƌ
ƐǇŶŐĂƐ ĨƵĞůƐ ŝŶ ƚŚĞ ƚŚŝŶ ƌĞĂĐƟŽŶ ǌŽŶĞƐ ƌĞŐŝŵĞ͗ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ĂŶĚ ƐƚƌĞƚĐŚĞĚ ůĂŵŝŶĂƌ ŇĂŵĞ ƐƉĞĞĚƐ Ăƚ ĞůĞǀĂƚĞĚ
ƉƌĞƐƐƵƌĞƐ ĂŶĚ ƚĞŵƉĞƌĂƚƵƌĞƐ͘ :͘ ŽĨ &ůƵŝĚ DĞĐŚĂŶŝĐƐ͕ ϳϮϰ͗ϯϲͲͲϲϴ͕ ϮϬϭϯ͘

ϰϰ &ŝůĂƚǇĞǀ �͕͘ �ƌŝƐĐŽůů :͘&͘ ͕ �ĂŵƉďĞůů �͕͘ ĂŶĚ �ĂƌƚĞƌ �͘ DĞĂƐƵƌĞĚ ƉƌŽƉĞƌƟĞƐ ŽĨ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƉƌĞŵŝǆĞĚ ŇĂŵĞƐ
ĨŽƌ ŵŽĚĞů ĂƐƐĞƐƐŵĞŶƚ͕ ŝŶĐůƵĚŝŶŐ ďƵƌŶŝŶŐ ǀĞůŽĐŝƟĞƐ͕ ƐƚƌĞƚĐŚ ƌĂƚĞƐ͕ ĂŶĚ ƐƵƌĨĂĐĞ ĚĞŶƐŝƟĞƐ͘ �ŽŵďƵƐƟŽŶ ĂŶĚ

&ůĂŵĞ͕ ϭϰϭ͗ϭͲͲϮϭ͕ ϮϬϬϱ͘

ϰϱ �Ğůů :͘�͕͘ �ĂǇ D͘^͕͘ 'ƌĐĂƌ :͘&͘ ͕ >ŝũĞǁƐŬǇ D͘:͕͘ �ƌŝƐĐŽůů :͘&͘ ͕ ĂŶĚ &ŝůĂƚǇĞǀ ^͘�͘ EƵŵĞƌŝĐĂů ƐŝŵƵůĂƟŽŶ ŽĨ Ă
ůĂďŽƌĂƚŽƌǇͲƐĐĂůĞ ƚƵƌďƵůĞŶƚ ƐůŽƚ ŇĂŵĞ͘ /Ŷ WƌŽĐĞĞĚŝŶŐƐ ŽĨ ƚŚĞ ϯϭƚŚ ^ǇŵƉŽƐŝƵŵ /ŶƚĞƌŶĂƟŽŶĂů ŽŶ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͕

dŚĞ �ŽŵďƵƐƟŽŶ /ŶƐƟƚƵƚĞ͕ ǀŽůƵŵĞ ϯϭ͕ ƉĂŐĞƐ ƉƉ͘ ϭϮϵϵͲͲϭϯϬϳ͕ ϮϬϬϳ͘

ϰϲ <ůĞŝŶ D͕͘ ^ĂĚŝŬŝ �͕͘ ĂŶĚ :ĂŶŝĐŬĂ :͘ � ĚŝŐŝƚĂů ĮůƚĞƌ ďĂƐĞĚ ŐĞŶĞƌĂƟŽŶ ŽĨ ŝŶŇŽǁ ĚĂƚĂ ĨŽƌ ƐƉĂƟĂůůǇ ĚĞǀĞůŽƉŝŶŐ
ĚŝƌĞĐƚ ŶƵŵĞƌŝĐĂů Žƌ ůĂƌŐĞ ĞĚĚǇ ƐŝŵƵůĂƟŽŶƐ͘ :͘ ŽĨ �ŽŵƉƵƚĂƟŽŶĂů WŚǇƐŝĐƐ͕ ϭϴϲ͗ϲϱϮͲͲϲϲϱ͕ ϮϬϬϯ͘

ϰϳ 'ĂƌĚĞ Z͘:͘ ��/dKZ с͘

ϰϴ ^ĂŶŬĂƌĂŶ Z͕͘ ,ĂǁŬĞƐ �͘Z͕͘ �ŚĞŶ :͘,͕͘ >Ƶ d͘ ͕ ĂŶĚ >Ăǁ �͘<͘ ^ƚƌƵĐƚƵƌĞ ŽĨ Ă ƐƉĂƟĂůůǇ ĚĞǀĞůŽƉŝŶŐ ƚƵƌďƵůĞŶƚ
ůĞĂŶ ŵĞƚŚĂŶĞͲĂŝƌ ďƵŶƐĞŶ ŇĂŵĞ͘ /Ŷ WƌŽĐĞĞĚŝŶŐƐ ŽĨ ƚŚĞ ϯϭƚŚ ^ǇŵƉŽƐŝƵŵ /ŶƚĞƌŶĂƟŽŶĂů ŽŶ �ŽŵďƵƐƟŽŶ͕ dŚĞ

�ŽŵďƵƐƟŽŶ /ŶƐƟƚƵƚĞ͕ ǀŽůƵŵĞ ϯϭ͕ ƉĂŐĞƐ ƉƉ͘ ϭϮϵϭͲͲϭϮϵϴ͕ ϮϬϬϳ͘

ϰϵ �ŚĞŶ :͘,͕͘ �ŚŽƵĚŚĂƌǇ �͕͘ �Ğ ^ƵƉŝŶƐŬŝ �͕͘ �Ğ sƌŝĞƐ D͕͘ ,ĂǁŬĞƐ �͘Z͕͘ <ůĂƐŬǇ ^͕͘ >ŝĂŽ t͘<͕͘ DĂ <͘>͕͘ DĞůůŽƌͲ
�ƌƵŵŵĞǇ :͕͘ WŽĚŚŽƌƐŬŝ E͕͘ ^ĂŶŬĂƌĂŶ Z͕͘ ^ŚĞŶĚĞ ^͕͘ ĂŶĚ zŽŽ �͘^͘ >ĞƐ ŽĨ Ă ƉƌĞŵŝǆĞĚ ũĞƚ ŇĂŵĞ ĚŶƐ ƵƐŝŶŐ Ă
ƐƚƌĂŝŶĞĚ ŇĂŵĞůĞƚ ŵŽĚĞů͘ �ŽŵƉƵƚ͘ ^Đŝ͘ �ŝƐĐ͕͘ Ϯ͕ ϮϬϬϵ͘

ϱϬ <ŶƵĚƐĞŶ �͕͘ ,ĂǁŬĞƐ �͘Z͕͘ ĂŶĚ WŝƚƐĐŚ ,͘ >ĞƐ ŽĨ Ă ƉƌĞŵŝǆĞĚ ũĞƚ ŇĂŵĞ ĚŶƐ ƵƐŝŶŐ Ă ƐƚƌĂŝŶĞĚ ŇĂŵĞůĞƚ ŵŽĚĞů͘
�ŽŵďƵƐƟŽŶ ĂŶĚ &ůĂŵĞ͕ ŝŶ ƉƌĞƐƐ͕ �ǀĂŝůĂďůĞ ŽŶůŝŶĞ ϱ �ƵŐƵƐƚ ϮϬϭϯ͍͗ͲͲ͍͕ ϮϬϭϯ͘

ϱϭ 'ĞŶĐĞ :͘E͘ ,ŽŵŽŐĞŶĞŽƵƐ ƚƵƌďƵůĞŶĐĞ͘ �ŶŶƵĂů ZĞǀŝĞǁ ŝŶ &ůƵŝĚ DĞĐŚĂŶŝĐƐ͕ ϭϱ͗ϮϬϭͲͲϮϮϮ͕ ϭϵϴϯ͘

ϯϯ


